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PREDMLUVA

O plazmatu se ¢asto hovoii jako o ¢tvrtém skupenstvi hmoty. A je to opradvnéné, protoZe
vlastnosti plazmatu jsou velmi odlisné od vlastnosti plynti a kapalin. Pfedev§im zde hraje roli
ptitomnost volnych nosi¢ti ndboje, které mohou reagovat na elektrickd a magneticka pole
a vzajemna interakce nabojui vede ke vzniku globalnich kolektivnich poli. Chovani plazmatu
je tak pfedevsim ovlivnéno elektrickymi a magnetickymi poli.

Ve Vesmiru je 99% veskeré hmoty ionizovano a nachézi se ve form¢ plazmatu. Plazmatem je
tvofeno nitro i obdlky hvézd, mlhoviny, vytrysky, atd. Na Zemi se s plazmatem setkdme
v kanalech blesktl, v ionosféte, v podobé slunecniho vétru, ktery neustale atakuje magnetické
pole Zemé a samoziejmé plazma nalezneme v laboratofich vyzkumnych ustavi.

V plazmatu existuje neuvéfitelné mnozstvi modit raznych nizkofrekven¢nich i1 vysoko-
frekven¢nich vin. Sifeni zvukovych i elektromagnetickych vin pfitomnost plazmatu velmi
vyrazné ovlivni.

Pro plazma je charakteristicka fada nestabilit, se kterymi se dlouhd 1éta potykaji konstruktéfi
termojadernych reaktorii. Neméné zajimavé jsou nelinearni jevy v plazmatu.

Z §iroké Skaly jevl v plazmatu se nékterymi z nich budeme zabyvat v tomto sylabu. U takto
obsazné problematiky ptijde vzdy jen o uzky vybér silné ovlivnény autorem. Proto by text
mél byt predev§sim uvodem k dal§imu samostatnému studiu. Pieji ¢tenafiim rychlé pochopeni
probiranych jevi, v pfipadé nejasnosti me¢ kontaktujte, nebot’ nemusi jit o chybu vasi ivahy,
ale o chybu v textu nebo zavadu v mé hlave.

Jesté jednu poznamku na zavér. V celém textu je frekvenci déji automaticky myslena thlova
frekvence, kterd je soucasti relativistického Ctyivektoru a je snadno transformovatelna do jiné
soufadnicové soustavy.

Petr Kulhanek
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4.1. ZAKLADNI POJMY

4.1.1. VInéni
Ozna¢me veli€inu, jejiz hodnoty se méni v Case a prostoru y(¢,x) nebo V(¢,x), podle toho,

zda jde o skaldrni ¢i vektorovou veliCinu. Muze jit o tlak, hustotu prostfedi, teplotu,
rychlostni, elektrické ¢i magnetické pole, vySku motské hladiny a podobn&. Uved'me si
nejprve nekteré pojmy, které se pouzivaji v teorii vin.

Vinova funkce:

Veli¢ina y(¢,x) resp. V(¢,x) popisujici vinéni v ¢ase a v prostoru. Polozime-li ¢=const,
pozorujeme Casovy snimek vinéni. Mlzete si piedstavit, Zze vyfotografujeme naptiklad vinici
se moiskou hladinu a prohlizime si vzniklou fotografii. Polozime-li x =const, pozorujeme
casovy pribéh sledované veli€iny v jednom urcitém misté. VInéni vétSinou popisujeme
komplexni vinovou funkci, pouziti komplexnich ¢isel vyznamné zjednodusi nekteré vypocty.
Fyzikalni vyznam ma ale zpravidla jen realna ¢ast vinové funkce. Tak jako kazdou komplexni
funkci, mtizeme vinovou funkci zapsat pomoci dvou realnych funkcei, amplitudy 4 a faze ¢:

w(t,x)= A, x)e 0 V(,x) = A, x)e Y (4.1)

Vinoplocha:
Plocha spojujici mista s konstantni hodnotou faze ¢ vlnové funkce. V téchto mistech je
vinéni ve stejné fazi (naptiklad tlak ma 75% maximalni hodnoty).

Uhlova frekvence:
Zména faze vinéni s Casem,

o0p
- 42
w=-— (4.2)

Minus v definici neni podstatné, zajistuje jen, aby se rovinna vlna pohybovala v kladném
sméru vlnového vektoru. Uhlova frekvence se miize ménit jak s ¢asem, tak od mista k mistu.
Je-1i thlové frekvence neproménna, 1ze ji zapsat pomoci periody 7 jako w =27/T .

Vinovy vektor:
Zmeéna faze vinéni s prostorovymi proménnymi,

k:a—(D:V(p ) (4.3)
ox

VInovy vektor mifi ve sméru $ifeni vinéni, jeho velikost 1 smér se mize ménit s Casem 1 od
mista k mistu. Je-li vlnovy vektor neproménny, 1ze jeho velikost zapsat pomoci vinové délky
A jako k=2x/A.

Disperzni relace:
Vinéni je v kazdém misté popsano Ctyimi Cisly (w,k), ktera tvofi relativisticky Ctyfvektor
transformujici se pomoci Lorentzovy transformace. Tato Cisla jsou ale zavisla. Vztah mezi
nimi Ize odvodit z rovnic popisujicich dany typ vinéni. VEtSinou ma zavislost obecny tvar
d(w,k)=0 4.4)
a nazyva se disperzni relace. V nékterych piipadech je mozné z disperzni relace explicitné
vypocitat thlovou frekvenci v zavislosti na vinovém vektoru
o =w(k). (4.5)
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Tam, kde to explicitné mozné neni, mizeme pouzit vétu o implicitni funkci a dopocitat
lokalné alespon parcialni derivace thlové frekvence podle slozek vinového vektoru.

Rovinna (monochromaticka) vina
Jde o nejjednodussi typ viny, amplituda je konstantni a faze je linearni funkci:

A(t,x) = A; P(t,X) =cpt+ox+oy+ez=—ot+kx+k,y+k.z=kx-wt. (4.0)
Vyznam koeficientl ¢ je ziejmy z definice thlové frekvence a vinového vektoru. Termin

monochromatickd v nazvu vlny znamend, Ze ve vIné je zastoupena jedind frekvence
(barva = chromos). Rovinna (monochromatickd) vlna ma tedy tvar

w(t,x) = Ae/lkx -t (4.7)
Na prvni pohled je ziejmé, ze plochy konstantni faze ¢(¢,x)=const piedstavuji rovnice
ptfesouvajicich se rovin:
o(t,x) = const = kyx+k,y+k,z—wt=const = cx+cy+ceyz+d()=0.
Pfesun roviny budeme chapat jako kolmy k této roviné (Sikmé pfesuny rovin lze tak jako tak

nahradit kolmym pfesunem s rychlosti rovnou projekei rychlosti do kolmého sméru). Smér
pfesunu ur¢ime jako gradient rovnice roviny:

p(t,X)=kx+k,y+k.z-wt = Vo=k.
VInovy vektor proto miii ve sméru $ifeni vinéni.

Fazova rychlost
Féazové rychlost je rychlost pfesunu roviny konstantni faze. Zvolme soufadnicovy systém tak,
aby se roviny pfesouvaly ve sméru prvni osy, t;.

k =(k,0,0)
Diferencovanim rovnice plochy konstantni faze ziskdme velikost pfesunu plochy (fazovou
rychlost)

kx —wt = const = kdx—odt=0 = vfzﬂzg.
Toodt k
Pro obecnou volbu soutfadnicového systému plati
w ok o
U, =—; vV, =—— =—Kk. 4.8
S k S k k k2 ( )

Prvni vyraz uréuje jen velikost fazové rychlosti, druhy vyraz ukazuje,

ze vektor fazové rychlosti mifi ve sméru vinového vektoru. Fazova

rychlost souvisi jen s pfesunem mista, které ma stejnou fazi vinéni,

nesouvisi se skutecnym makroskopickym pfesunem hmoty (kola §ifici

se na vodni hladiné maji zcela jinou rychlost nez voda samotnd). k
Fazova rychlost miize byt, a v mnoha pfipadech je, nadsvételna. Tvar

disperzni relace urcuje hodnotu fazové rychlosti pro rizné frekvence.

Jev, kdy se vlny riznych frekvenci §ifi rGznou rychlosti se nazyva

disperze.

Obecna vina

S rovinnymi vlnami se velmi snadno pracuje a mizeme z nich poskladat vinu obecnéjsiho
tvaru:

w(t,x)= ja(a),k) ¢! (kx=01) 73K (4.9)

Jde vlastné o Fourierovu transformaci y(¢,x) <> a(w,k). Amplitudy vin jsou Fourierovym
obrazem vlnové funkce. Integrace se provadi jen pies slozky vlnového vektoru. Uhlova

6
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frekvence je na vinovém vektoru zavisla prostfednictvim disperzni relace (4.5) a proto se pres
ni neintegruje.

Grupova rychlost
Zkoumejme nyni rychlost pfesunu vlnového baliku — klubka vin podobnych frekvenci
a vlnovych vektord. Pro jednoduchost budeme uvazovat balik Sitici se ve sméru osy x (tak
zvolime soufadnicovy systém):
ko+Ak
w(t,x) = j a(w,k)e' P gk . (4.10)
kog—Ak

Amplituda vIn je nenulova jen v intervalu (k,—Ak,ky+Ak) a nahradime ji konstantni
amplitudou:

kg+Ak

w(t,x) = a(wg,ky) [ 0 dk .

ko—Ak

V dal$im kroku vytkneme z integralu stfedni vinu
] ko+Ak
w(t,x) ~ a(a)o,ko)el (kox—wq1) .[ o [(k—ky)x—(w-wq) 1] dk .
ko—Ak

Nesmime zapomenout, ze @ = (k) a integrace se ,,skryté” provadi i ptes w. Dalsi upravy
jsou ziejmé:

. B k0+Ak @ k —w
w(t.x) ~ a(@g.k)e " [ expl itk —ky) o200 1
ko—Ak k—ko

Zlomek v argumentu exponenciely Ize nahradit derivaci
ok)-0y ow|
k—ky  Ok|,

Ug (kO) .

Veli¢ina v, ma zatim vyznam jen oznaceni pro vySe definovanou parcialni derivaci. Vlnovy

balik mé nyni tvar:
‘ ko—Ak
w(t.x) ~ a(@g.k)e " exp[i(k—ko)(x—ugz)]dk.
kg—Ak
Je ziejmé, Ze po integraci pfes vlnovy vektor bude vysledek integralu néjakou funkci
argumentu x — U, £:

w(t,x)= a(a)o,ko)ei (kgx—m1t) F(x—v,1)= A(x - v,1) o (kox=wy1)

Balik ma tedy obalku Sifici se rychlosti v, . Pro obecn€ mifici vinovy vektor je

ngﬁ_a)z 8w’6a)’6a) ‘ @.11)
ok | Ok, Ok, Ok,

Obdobny vztah ve sférické soutadnicové soustavé (k,8,¢) ma tvar

v =22 100 1 odo
g ok’ k 00 ksin@ o¢ |

(4.12)
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YUY

Rychlost $ifeni vinového baliku jako celku se nazyva grupova rychlost. Je to rychlost Sifeni
informace o tvaru baliku a rychlost pfenosu energie baliku a nutné¢ musi byt podsvételna.
S vyuzitim de Broglicho vztahti a Hamiltonovych kanonickych rovnic ¢, = 0H/0p; snadno
ukazeme, ze jde o mechanickou rychlost ¢astice kvantove spojené s vinovym balikem:

£ 9k ohk op M

Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti

Graficky vyznam fadzové a grupové rychlosti vidime na obrazku. Fazova rychlost je ddna
tangentou uhlu, ktery svird spojnice bodu na kiivce disperzni relace s pocatkem (vzhledem
k vodorovné ose), grupova rychlost je ddna smérnici te¢ny (jde o derivaci):

Vp=tgys Uy =18y, (4.13)

-
//
/’/\ 71

Substancionalni derivace
Naleznéme uplnou ¢asovou derivaci néjakého vektorového pole A(z,x)

oAy OAdy _OAy 04y oAy

d
— A, (t,x) = — = +v = +(v-V)4,.
WX = = ox, dt ot ' ox, ot (v-V) 4
Uplna derivace vektorového pole (tzv. substancionalni derivace) se sklada ze dvou &asti
a2 (vv)a (4.14)
dt ot

Prvni ¢ast odpovida explicitnim zméndm poli, druhd souvisi s proudénim. Pro substanciondlni
derivaci miizeme operatorove psat

4 _9 vy (4.15)
dt ot

Rovnice proudnice
Uréeme nyni zménu elementu proudnice Ol:
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dol=svdt,
ol % = Sv=v(r+8) - v(r)=(61-V)v,
dol
£ = (81-V)v. 4.16
o - V)Y (4.16)

4.1.2. Rozmérova analyza (viny na hluboké vodé)

I bez znalosti teorie a bez znalosti fyzikalnich procest probihajicich v dan¢ situaci je nékdy
mozné odvodit disperzni relaci. Tvar fyzikalnich zakonl je mnohdy natolik omezen rozméry
veli€in, ze zbyva jen nékolik malo variant. V téchto ptfipadech postaci ,,jen* rozmérova
analyza problému. Typickou ukazkou je problematika vin na hluboké vodé. Na mél¢iné zavisi
vlastnosti vin samozfejmé na hloubce vody a takové viny mohou byt velmi komplikované.
Jsme-li ale na hluboké vod¢ a viny dosahuji rozmérti od milimetr po nékolik desitek metrt,
nemuzZe jejich tvar ovlivnit hloubka ocednu. Takové vIné je jedno, zda je dno 500 m pod
hladinou nebo 5km pod hladinou. Tim se problematika znaéné zjednoduiuje. Ulohu
rozdélime na dvé ¢asti — viny dlouhé a viny kratké.

Dlouhé viny na hluboké vodé
Pokusime se urcit disperzni relaci z rozmérové analyzy problému. Na ¢em miize zaviset
frekvence vin? Z tivodu jiz vime, ze frekvence nebude zaviset na hloubce oceanu. Vlastnosti
dlouhych vin také nebudou zdviset na povrchovém napéti. To ovliviiuje prohnuti hladiny
malych rozmérl, tedy viny kratké. Vzpomeiite si na Skolni experiment s jehlou lezici na
hladiné vody. Jehlu na hladiné drzi pravé povrchové napéti a pruhyb hladiny je patrny na
milimetrové vzdalenosti od jehly. Zbyva tak zavislost na hustot¢ kapaliny, na tithovém
zrychleni a samozfejmé na vlnovém vektoru (jde o disperzni relaci, tj. vztah mezi w a k):

0 =aw(p,g,k).
Piedpokladejme nejjednodussi moznou zavislost, tj. mocninou

o= p*g’ K.
Na prvni pohled se zdd nemozné zjedné rovnice ur€it tfi neznamé exponenty «, f, 7.
Fyzikalni veli¢iny se ale skladaji z hodnoty a rozméru. Pravé rozméry jsou zde podstatné.
Zapisme rozmér veli¢in hledaného vztahu:
s =kg*m>*mP s m7.
Disperzni relace musi platit pro Sirokou skélu parametri. To je mozné jen tehdy, jestlize
exponenty rozmért budou souhlasit u v§ech zékladnich jednotek SI:
m: 0=-3a+p-y,
kg: 0 =«,
s: —1=-24.
Tyto tfi rovnice maji jediné feSeni:
a=0; p=12; y=1/2
a hledana disperzni relace ma tvar
w=\lgk. (4.17)

Disperzni relaci jsme odvodili z rozmérové analyzy bez znalosti procest probihajicich ve
ving. Je teba pfiznat, Ze vysledny vztah je sice jednoznacny, ale aZ na nésobici bezrozmérny

koeficient (@ =const,/g k). Ten je nutné urcit experimentalné a v tomto piipad¢ je roven
jedné. Ze vztahii (4.8) a (4.11) uré¢ime fazovou a grupovou rychlost:
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o g |Ag

Uf_;_g_ a3
L

Ve = ak A 20

U dlouhych vIn na hluboké vodé dochazi k disperzi (zavislosti rychlosti vin na vinové délce).
Dlouh¢ viny se §iti vyssi rychlosti. Grupova rychlost je rovna poloviné fazové rychlosti. Tou
se §ifi balik dlouhych vin (naptiklad za lodi).

Kratké viny na hluboké vodé

Kratké viny jsou dominantné ovlivnény povrchovym napétim o, naopak zanedbatelny je vliv
tthového pole (to ovliviiuje predevsim velké viny). Obdobnou rozmérovou analyzou mizeme
ziskat vztah

3
o= |25 (4.18)
0

Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost

w ok 2ro
Vp=—=|—= /",
k /1,0
8a) 3 27[0'
Y« "ok 2 dp

U kratkych vin je situace opacnd nez u dlouhych. Krat$i viny se Sifi rychleji a grupova
rychlost je veétsi nez fazova (v, =1.5v,).

Obecné viny na hluboké vodé

Ptedchozi dva limitni vztahy pro dlouhé a kratké viny lze spojit do disperzni relace pro viny
libovolné vinové délky:

3
o= "% gk (4.19)
P

Pro fazovou a grupovou rychlost standardn¢ nalezneme

Ufzgz\/ak+g \/27z0+1g,
Tk ok

Rt

w k3/2 v

172
1/A P

kl/Z M

k A

Poznamka 1: Vztahy jsme odvodili bez znalosti fyzikalnich zakonitosti. Sama teorie Sifeni vin na
hluboké vodé neni jednoducha. VInéni neni pfiéné, jak by se na prvni pohled mohlo zdat. Castice

10
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vody se nepohybuji v hfebeni nahoru a doll (nalevo). Je tomu tak proto, Ze voda je nestlacitelna a
jde-li hfeben dolli, musi se voda roztékat do strany. Vysledkem je pohyb vodnich ¢asteCek po
kruznici. Viny na vodé nejsou pfi¢né (nejsou ani podélné, jde o smésici pficného a podélného vinéni).

/I_{ ANO

Poznamka 2: Na mél€iné zavisi disperzni relace na hloubce vody. Tak se i fazova rychlost stava
zavislou na hloubce. Pfiblizné plati

v, ~+Jgh. (4.20)

Vznikne-li na vodni hladiné schodovity utvar, Sifi se horni &ast vySSi rychlosti a vina znamym
zpUsobem prepadava.

v(h1)

o,
L 2.

4.1.3. Linearni teorie (elektromagnetickeé viny)

Mame-li ke sledovanému jevu né&jaky teoreticky model, nejlépe uspotadany do piehledné
soustavy rovnic, je napil vyhrano. Je-li navic teorie linearni, tj. vSechny neznamé se
vyskytuji v prvnich mocninéch, je dalsi postup pfimocary:

1. Mizeme se pokusit nékteré proménné ze soustavy vyloucit a snizit tak pocet proménnych.
Ideadlem je samoziejmé ziskat jedinou rovnici pro jedinou nezndmou. Popisuje-li model
vinéni, bude vysledna rovnice néjakym druhem vlnové rovnice. Vylucovani proménnych
ze soustavy vychozich rovnic viilbec nemusi byt jednoduché. Zpravidla jde o soustavu
parcidlnich diferencialnich rovnic a ne kazdy umi s témito rovnicemi zachazet. Nastesti
muzeme vypocet kdykoli pferusit a piejit ke kroku 2. Dokonce se o sniZzeni poctu
proménnych viibec pokouSet nemusime a mizeme rovnou piistoupit ke kroku 2.

2. Zcela obecné feseni (vlnu) mizeme slozit z rovinnych vin podle vztahu (4.10). Vzhledem
k tomu, Ze vychozi soustava rovnic (nebo jen rovnice jedind, podafilo-li se ndm snizit
pocet proménnych na jednu) je linearni, mizeme dosadit do soustavy jednu konkrétni
rovinnou vinu a zkoumat chovani soustavy pro tuto vinu. Kdykoli pozdéji mizeme tGplné
feSeni z takovychto rovinnych vin slozit. S rovinnymi vlnami se mimofadné snadno
zachazi. Zkusme rovinnou vinu derivovat podle ¢asové a prostorové promeénné:

0 0

EW _ EAei[kx—a)t] _ _l-a)Aei[kx—wt] = —ioy,

il// = iAei[kx—a)t] - _l_l-klAei[kx—a)t] _ +ikll//.
ax[ axl

Vidime, Ze parcidlni derivace pro rovinnou vinu ptechazeji na algebraické vyrazy.
Jakékoli kombinace parcidlnich derivaci lze nahradit algebraickymi vyrazy plynoucimi
z obou uvedenych relaci. Sestavme je do piehledné tabulky:

11



Viny a nestability Uvod

Vyraz Priklad
RN TR
ot ot
i—)—i—ik; %—Hik,f
X axl
V> +ik Vi-o>+ikf
div > ik- divV=ik-V
rot - ik x rotV=ikxV
A—>—k? Af—>—kif

Podle téchto pravidel ptevedeme vychozi soustavu na algebraickou soustavu rovnic, se
kterou se relativné snadno zachéazi. Tento krok je ekvivalentni provedeni Fourierovy
transformace.

Vzhledem k tomu, Ze hleddme nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy nulovy
(ptedpoklddame, Ze vysledna soustava nemd pravou stranu a vétSinou tomu tak skutecné
je). Z této podminky ziskame vztah mezi @ a k, tedy disperzni relaci. Casto je vyhodné
eliminaci snizit pocet proménnych soustavy a tim fad poc¢itaného determinantu. Snizovani
poctu proménnych mizeme provadét pred pouzitim pravidel Fourierovy transformace
(pro parcialni diferencialni rovnice, viz krok 1) i po ném v algebraické soustave.

Je-1i disperzni relace komplexni, je vhodné feSit pifipadnou stabilitu ¢i nestabilitu
nalezeného feseni. Komplexni thlova frekvence nebo vinovy vektor znamena ve vyrazu
exp[i(kx—wt)] ptfitomnost exponencidlnich neoscilujicich ¢lenti, které mohou vést

k utlumu nebo exponencidlnimu nardstani feSeni (nestabilite).

Z disperzni relace se pokusime urcit uhlovou frekvenci a ze vztaht (4.8) a (4.11)
nalezneme fazovou a grupovou rychlost vin.

Vratime se k plivodni soustavé rovnic a zkoumame vztahy mezi jednotlivymi veli¢inami,
zejména vzajemné smery raznych vektort, zda je vinéni pticné ¢i podélné, atd.

Jako jednoduchy ptiklad na uvedeny postup feSme elektromagnetické viny ve vakuu. Za
vychozi soustavu rovnic poslouzi Maxwellovy rovnice:

divD=p,
divB=0,
oD
rotH=j+—, 4.21
I+ (4.21)
rotE:—a—B.
ot

Ve vakuu je p=0, j=0 a plati jednoduché materidlové vztahy D=¢,E, B=y,H . Jako

zakladni ponechame v soustavé vektory E a B:
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divE=0,
divB=0,
OE
rotB =gy 1y —, (4.22)
ot
rotE= —a—B.
ot

Vysledkem je soustava Maxwellovych rovnic ve vakuu. Prvni dvé skalarni rovnice jsou
okrajovymi podminkami druhych dvou vektorovych rovnic, které tvoii vychozi soustavu
rovnic. UkdZzeme dva postupy feSeni. V prvnim se pokusime eliminovat proménné jesté pied
provedenim Fourierovy transformace (FT), v druhém az po provedeni FT.

Postup 1

Z Maxwellovych rovnic se pokusime vyloucit magnetickou indukci a ziskat rovnici pro
elektrické pole. Na c¢tvrtou rovnici zaptisobime operaci rotace a na pravé strané za rot B
dosadime z treti rovnice:

orot B o°E o’E

rotrot E=— = rotrotE=—gup— = rad div—A)E = — g, iy —— .
Y 0k e (g ) 0k Py

Vzhledem k tomu, Ze div E = 0, ziskdvame vyslednou rovnici

O’E

AE —gypg <= = 0. (4.23)
040 8t2

Jde o znamou vInovou rovnici pro elektrické pole. Obdobné bychom eliminaci elektrického
pole mohli z Maxwellovych rovnic ziskat stejnou rovnici pro magnetické pole. Nyni
provedeme FT podle pravidel uvedenych v této kapitole:

(_kz + goﬂoa)z)E =0.
Parcidlni diferencialni rovnici jsme pievedli na algebraickou rovnici bez pravé strany.
Nenulové feSeni bude existovat pouze tehdy, kdyz
1

EoHo

—k? +€0y0a)2 =0 = (k)= k.

Z podminky nenulovosti feSeni jsme odvodili disperzni relaci. Fazova rychlost Sifeni

(rychlost svétla) je
w 1
C=EV,=—= . (4.24)
' \} S0k

Nalezena disperzni relace tvaru @ =ck je nejjednodudsi mozna (ptimkova), fazova i grupova
rychlost je stejna a vinéni nejevi disperzi (fazova rychlost neni zévisla na vinové délce resp.
vlnovém vektoru.

Postup 2

Budeme ptfedpokladat, Ze se ndm nepodatilo ze soustavy Maxwellovych rovnic eliminovat
rovnici pro elektrické ¢i magnetické pole. Proved'me proto FT jiz v plivodni soustavé rovnic
(4.22):

k-E=0, k-B=0,

4.25
kxB=-we¢guykE, kxE=+wB. (4.25)

Eliminaci proménnych Ize provést nyni. Dosadime B z posledni rovnice do ptedposledni:
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1
—kx(kxE)=—weouE =  k(k-E)—k’E =—w? gy E.
w

Prvni vyraz je podle prvni rovnice z (4.25) nulovy a rovnice pro elektrické pole proto je
(k* = sgug@*)E=0.

Podminkou nenulovosti elektrického pole je opét disperzni relace

1

Y20

K —guow® =0 =  wk)= k = ck .

Z puvodni soustavy (4.25) snadno zjistime, ze vektory E, B a k jsou navzajem kolmé a vinéni
je proto pticné.
E

B

Poznamka: Vidime, Ze neni dulezité, v které fazi vypocétu provedeme FT, oba postupy vedou ke
stejnému vysledku. Pokud neumime zachazet s parcialnimi diferencialnimi rovnicemi, je vyhodné
provést FT co nejdfive. Nepodafi-li se ndm provést eliminaci proménnych ani pfed, ani po FT, bude
podminkou nenulovosti FeSeni nulovost determinantu celé soustavy.

4.1.4. Nelinearni teorie (zvukové viny)

Je-1i vychozi model nelinearni, miize jit o zna¢ny problém. Rovnice jsou feSitelné jen nékdy
a zadné obecné postupy neexistuji. Rovnice je mozné linearizovat, ale tim ztracime mnoho
z vlastnosti skutecnych feSeni. Linearni aproximace je ospravedlnitelnd jen pro viny malych
amplitud, které chapeme jako malé poruchy né&jakého zndmého stacionarniho feSeni vychozi
soustavy rovnic. Nékdy je linearizace jedinou moznosti, jak se o feSeni vilbec néco dozveédet.
Z chovani malych poruch mizeme obdobnymi postupy jako v teoretické mechanice feSit
problém stability feSeni. Linearizace probiha ve dvou krocich. Nejprve nalezneme ,.klidové*
feSeni vychozi soustavy rovnic bez pfitomnosti vin. V homogennim neomezeném prostiedi
jde zpravidla o konstantni feSeni, u omezeného prostfedi (naptiklad valcové vlakno) je
»Mald porucha* znamend, ze relativni poruchy (vydélené né&jakou charakteristickou
hodnotou) se chovaji jako maly bezrozmérny parametr, jehoZz mocniny vys§i neZ prvni
zanedbavame. V praxi feSeni s pfidanou poruchou dosadime do vychozi soustavy rovnic a
zanedbame kvadraty a vys$si mocniny vSech poruch. Vysledkem je linearni soustava rovnic
pro poruchy, na kterou aplikujeme postup z minulé kapitoly.

U nelinearni soustavy rovnic miizeme tedy pouZit postup zaloZzeny na linearizaci, ktery je
obdobny vySetfovani stability u soustav obycejnych diferencidlnich rovnic (TF1). I zde
zkoumame chovani malych poruch, které mohou byt utlumeny (stabilita), exponencialné
nartstat (nestabilita) nebo mit vlnovy charakter. Shriime nyni zakladni kroky feSeni
nelinearni soustavy metodou linearizace (metodou perturbaci, malych poruch):

Nalezeni stacionarniho feseni.
Linearizace pomoci malych poruch.
Mozn4 eliminace proménnych.

=il

Fourierova transformace.
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Mozn4 eliminace proménnych (algebraicka).
Nalezeni disperzni relace (determinant soustavy = 0).
Vysetieni stability feseni.

Nalezeni fazové a grupové rychlosti.

2 g = ey &

Nalezeni vzéjemnych sméri mezi vektory.

V kapitole 4.1.2 (rozmérova analyza bez znalosti teorie) zacinal vypocet az krokem 6,
nalezena disperzni relace byla redlnd a tak odpadlo vySetfovani stability (krok 7). U
linearnich soustav zafind vypocet krokem 3 (kapitola 4.1.3). U nelinearnich soustav musi
probéhnout cely uvedeny postup. Cely vypocet si ukdzeme na zvukovych vinach Sificich se
homogennim izotropnim plynnym prostfedim.

ZVUKOVE VLNY V PLYNECH
Pted vlastnim feSeni si sestavme vychozi soustavu rovnic

Rovnice pro hustotu
Uvazujme proudéni aditivni veli¢iny 4 (roste s mnoZstvim latky, naptiklad hmotnost, naboj,
energie). Proudéni popisujeme Ctyfmi veli¢inami

. AA .
py= lim —; l4= P4V - (4.26)
Tyto Ctyfi veliCiny tvoii relativisticky ctyfvektor a transformuji se za pomoci Lorentzovy
matice. Jednotlivé komponenty ¢tyfvektoru se nazyvaji:
e p, - hustota veliCiny 4,
e j, -tokveli¢iny 4 (mnozstvi 4 proteklé jednotkovou plochou za jednotku ¢asu).

Jestlize se veli¢ina A pii proudéni neztraci ani nepfibyva, musi casovy ubytek veliiny
z libovolného objemu byt roven toku veli¢iny ptes plochu ohranicujici tento objem:

d .
—E_[[PAdV = a_[/JA ds

Hranice objemu V je oznaCena OV . Pomoci Gaussovy véty integralniho poctu prevedeme
plosny integral na objemovy a oba integraly spojime:

I%+divj14 dv =0 .
AN

Uvedeny vztah musi pii proudéni platit v libovolném objemu a to je mozZné jen, je-li
argument integralu roven nule:

aa’;f+ divj, = 0 (4.27)

Odvozeny vztah se nazyva rovnice kontinuity a na pravé stran€ je nula, pokud se veli¢ina 4
pti proudéni zachovava. Nezachovava-li se, neni na pravé stran¢ nula.

Prvni ze sady rovnic popisujicich zvukové viny bude rovnice pro hustotu hmoty (proudici
aditivni veli¢inou bude hmotnost M). Index M v (4.27) budeme vynechavat

‘Z—’; +divpy = 0. (4.28)
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Rovnice pro rychlostni pole

Dalsi rovnici musi byt rovnice pro ¢asovy vyvoj rychlostniho pole. Pro objekt o hmotnosti m
plati Newtonova pohybova rovnice

dv
m_
dt

Pro proudici prosttedi zavedeme hustotu sily

=F.

f= lim £ (4.29)
AV—>0 AV

V hustotach bude Newtonova pohybova rovnice mit tvar

dv

Par

Naleznéme nyni Uplnou c¢asovou derivaci rychlostniho pole. Odvozeni provedeme ve
slozkach:

=f. (4.30)

0 ov, dx 0 0 0
ivk (t, X) = Uk + vk ! = Uk + vk Ul = vk + Ul a Uk .
dt ot Ox; dt ot 0x,; ot ox,
V poslednim vyrazu jsme pisobici operator napsali do zavorky. Ve vektorovém tvaru mame
dv  0v

T E+(V-V)V. (4.31)

Zména rychlostniho pole je dana dvéma ¢leny. Prvni souvisi s explicitnimi zménami proudéni
(zména rychlostniho pole vtece v dusledku jarniho tani). Druhy souvisi s proudénim
samotnym, s pfenosem latky podél proudnic (substancionalni, neboli konvektivni ¢len).
Pohybova rovnice (4.30) proto ma vysledny tvar

pg—:+p(v-V)v =f. (4.32)

Zbyva urcit hustotu sily. Ta se lisi podle procesi, které popisujeme. Miize jit o hustotu
Lorentzovy sily jxB, u zvukovych vin v plynech ptijde o tlakovou silu. Standardn¢ sila mifi

k minimu potencidlni energie:

F=-VW, (4.33)
nebo v hustotach

f=—Vwp. (4.34)

Tlakova energie je W, :J. pdV, hustota tlakové energie proto je w, =p a hustota sily

zpuisobena tlakem vychazi
f=-Vp. (4.35)

Pohybova rovnice (4.32) s hustotou sily zptisobenou tlakem ma proto tvar
paa—:+p(v-V)v =-Vp. (4.36)

Jde o hledanou rovnici pro ¢asovy vyvoj rychlostniho pole.

Rovnice pro tlak

V rovnici pro hustotu se objevilo rychlostni pole, v rovnici pro rychlostni pole se objevil tlak.
Je tedy logické hledat rovnici pro ¢asovy vyvoj tlaku. V té by se ale objevily dalsi veli¢iny,
pro které bychom museli hledat dalsi rovnice. Dospé€li bychom tak k nekone¢né soustavé
rovnic (plyne ze stftedovani Boltzmannovy rovnice pfes momenty rychlosti). Tuto
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nekonecnou soustavu musime v urcitém okamziku ukoncit néjakym algebraickym vztahem.
Tim sice pfijdeme o zajimavé jevy spojené s dal§imi rovnicemi, ale na druhé strané tak
ziskame soustavu, ktera je alespon principielné fesitelnd. Nasi soustavu pro popis zvukovych
vin v plynech uzavieme nyni. Nebudeme se jiz zabyvat asovym vyvojem tlaku, ale soustavu

uzavieme stavovou rovnici ve tvaru

p=p(p). (4.37)
Velké mnozstvi latek odpovida polytropnimu vztahu
p=Kp’ (4.38)

a tlak je umérny néjaké mocniné hustoty. Navic je mozné zvukovou vlnu povazovat za
adiabaticky d¢j. VInéni je tak rychlé, Ze tepelna vymena s okolim je zanedbatelna. Polytropni
déj ma potom polytropni koeficient » roven adiabatickému koeficientu k.

(pV* =const = p=Kp").

Zvukové viny v nepohyblivém prostredi
Za vychozi model budeme povazovat soustavu rovnic (4.28), (4.36) a (4.37):

op .
——+divpv = 0,
o 7
ov
p5+p(v~V)v =-Vp, (4.39)
p=p(p).

V soustave je celkem pét neznamych (p, v, p) a soustava je nelinearni, vystupuji zde souciny
neznamych. Proto provedeme cely postup (body 1 az 9):

1. Staciondrni reseni: Stac. feSenim (napfiklad nepohyblivy plyn uzavieny v mistnosti) je
pP=pg, V=0, p=pg.
2. Linearizace: Piepokladejme ptitomnost malé poruchy stacionarniho feseni
p=py+op, V=0V, p=po+op.
Tuto poruchu dosadime do soustavy (4.39):

0 .
—(py +3p)+div] (pg +3p)(6V) ] = 0,

(P +5p)%+p(5v-w(5v) = V(po+5p).

0
sp=alp)dp; a=-L.
op

V soustavé ponechdme jen poruchy prvniho fadu, poruchy vysSich fadi zanedbame.
Derivace konstant jsou nulové. Ze soustavy po linearizaci proto zbude:

0 :
= (@p)+div] po(@v) | = 0,

Po a(aatv) = -V(p), (4.40)

0
Sp=a(p)dp; a=-L.
op
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3. Eliminace promeénnych: Soustava (4.40) je jiz linearni soustavou pro neznamé
0p,0v,0p. V principu miZeme nyni eliminovat ze soustavy poruchu tlaku Jp

dosazenim z posledni rovnice. Tento krok ale také mlizeme provést pozdéji.

4. Fourierova transformace: Soustavu prevedeme na algebraickou pomoci Fourierovy
transformace. NasSe soustava je jiz linearni a tak je tento krok ekvivalentni dosazeni
rovinné viny do soustavy. Vysledkem je

—iwop +ipyk-ov) =0,
—iwpyov = —ikdp, (4.41)
op=aodp.
5. Eliminace promeénnych: Ziskand soustava je pro pét nezndmych a determinant by se
pocital z matice 5x5. Pomoci posledni rovnice eliminujeme tlak:
—wop+ pyk-ov) =0,
kaop—-wpyov =0 .
Nyni mame jen cCtyfi rovnice (jednu skalarni a jednu vektorovou) pro Ctyfi nezndmé
op,ov a determinant by se pocital z matice 4x4. Z druhé (vektorové) rovnice mizeme
jesté spocitat poruchu rychlosti a dosadit do prvni rovnice:
(—o* +ak®)sp = 0.
Vysledkem je jedna jediné rovnice pro jednu jedinou nezndmou JSp . Ne vzdy lze provést
eliminaci proménnych az do konce.

6. Disperzni relace: Podminkou nenulovosti feSeni je nulovost kulaté zavorky pfed op (jde
o determinant matice 1x1):

—w? +a(py)k* = 0. (4.42)

Nalezenou disperzni relaci 1ze snadno fesit vzhledem k @, za o dosadime z (4.40):

= /8_p k. (4.43)
op

7. Stabilita reseni: Disperzni relace vysla realnd, redlnému vinovému vektoru odpovida
readlnd wthlova frekvence a feSenim jsou viny. V systému nedochdzi ani k atlumu ani
k nestabilit¢.

8. Fazova a grupova rychlost: Vysledna disperzni relace je linearni, fazova a grupova
rychlost maji stejnou hodnotu, zvuk se §ifi rychlosti

(=2 9P (4.44)
k op

Specialné pro polytropni déje (4.38) vychazi

o= 7L (4.45)
Yo,

9. Vztahy vektoru: Z druhé rovnice (4.41) je ziejmé, Ze porucha rychlostniho pole mifi ve
sméru Sifeni vin (vinového vektoru) a jde tak o vinéni podélné.

Za pomoci rychlosti zvuku lze disperzni relaci zvukovych vin zapsat v Casto pouzivaném
tvaru

w=c k . (4.46)

N
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Zvukové viny v pohyblivém prostiedi
Pfipustme nyni nenulovou rychlost ve staciondrnim feSeni (to odpovidd Sifeni zvuku
v pohybujicim se prostiedi) a poZadujme feSeni rychlosti ve tvaru

p=py+0p, V=V, +0V, p=po+op. (4.47)

Co vSechno se zméni? Vypocet probiha zcela analogicky, nyni ale pii linearizaci piispéje
1 konvektivni ¢len v pohybové rovnici. Po snadném vypoctu ziskame disperzni relaci

[a)—k-vo]z—a(po)k2=0; a=a—p (4.48)
op
a z ni pozorovanou uhlovou frekvenci
v
w=ck+k-vqg=ck +vokcosa = csk(l +—2cos aJ : (4.49)
cS

Ve vyrazu jsme o oznacili thel mezi vlnovym vektorem k a rychlosti prostiedi v,.

Oznacime-li jeste frekvenci zvuku v nepohyblivém prosttedi @, = ¢,k , mame vysledny vztah

Cs

Vo
w=wy|1+—cosa |, (4.50)
ktery neni nic jiného nez Dopplertv vzorec pro zménu frekvence vlivem pohybu zdroje

vinéni.

4.1.5. Dalsi priklady (Jeansovo kritérium, vinova a KG rovnice)

JEANSOVO KRITERIUM

PopiSme nyni viny v oblaku plynu a prachu, ktery je ovladan gravita¢nim polem (mlhovinu).
Zejména se budeme zajimat o to, za jakych podminek je generovanéd zvukové vlna nestabilni
a muze dojit k hrouceni ¢asti mlhoviny a vzniku globule — zhu$téniny, ktera je pfedchiidcem
budouci hvézdy.

V nésledujici tabulce jsou porovnany veli¢iny popisujici elektrostatické a gravitani pole.
Spravny koeficient u Laplace-Poissonovy rovnice pro gravitatni potencidl ziskate
porovnanim vztahti pro potencialni energii bodového zdroje elektrostatického a gravitacniho
pole.

Veli€ina Elektrostatické pole Gravitacni pole
Potencial bodového zdroje e = < @, = —GM
dregr g r
Potencialni energie W,=qd, W,=mg,
Rovnice pro potencial Ag, = —% Ap, =47Gp,
Sila vyjadfena z energie F=-VW, F=-VW,
Sila vyjadiena z potencialu F=-gVg, F=-mVg,
Hustota sily f=-p, Vg, f=-p, V¢g
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Za vychozi sadu rovnic budeme povazovat soustavu (4.39) doplnénou o hustotu gravitacni
sily a rovnici pro gravita¢ni potencial:

op .
—+divpv = 0,
or VP

o
pa—:+p(V-V)V = -Vp-pVe, (4.51)
Ap=4rnGp,
p=p(p).

Vzhledem k tomu, Ze jde jen o gravitacni problém bez ptitomnosti elektrickych poli a nemiize
proto dojit k zaméné hustot ani potenciall, vynechavame index g. Celkem mame 6 rovnic pro
6 neznamych p, v, @, p. ReSeni budeme hledat v perturbovaném tvaru

p=po+tdp, V=0V, $=¢y+0p, p=po+op.

Obdobnym postupem nalezneme disperzni relaci zvukovych vin ovlivnénych gravitatnim
polem

w*=clk* —4nGp,; = Z—p : (4.52)
0

Oproti relaci (4.46) je zde navic druhy ¢len na pravé strané. Redeni vzhledem k o je
jednoduché:

w=+/c2 k* ~41Gp, . (4.53)
Na prvni pohled vidime ze thlova frekvence neni za vSech podminek realnou veli¢inou. Pro
2 k? <4nGp, (4.54)
je uhlova frekvence ryze imaginarni, @ = £ib a v rovinné vIng se objevuji ¢leny
@l = Thl

Nekteré typy poruch proto mohou exponencidlné nariistat a mlhovina se stava nestabilni.
Pravé v takovém prosttedi mohou vznikat hvézdy jako pivodné malé poruchy narostlé do
makroskopickych rozmérti. Prozkoumejme proto podminku (4.54) podrobngéji:

472 ng kT T
03—72 <4rzGp, = 1> d ¢, = T yﬂ = i ¥ 0 = 7k .
A Gp Gpo\™ Po Gpo \~ nomg Gpomy

Pii odvozeni jsme pouzili pro rychlost zvuku vztah (4.45). Poruchy s vinovou délkou vétsi
nez uritd mez jsou gravitacné nestabilni. Aby se v mlhovin€¢ mohly tvofit hvézdy, musi mit
rozméry vEtsi nez tato kritickd mez. Uvedené tvrzeni se nazyva Jeansovo kritérium a bylo

odvozeno v roce 1902:
L | FZEC (4.55)
Gpomy

Z disperzni relace (4.53) neni samoziejmé problém dopocitat fAzovou a grupovou rychlost
Sifeni poruch mlhovinou.

VLNOVA ROVNICE

Na klasickou vlnovou rovnici narazime v mnoha védnich odvétvich. Odpovida jednoduchym
vlnam bez disperze.
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A-——)y =0.
¢ ot

Rovnice je linedrni a kazdé jeji ,,rozumné feSeni je mozné zapsat pomoci Fourierovy
transformace jako superpozici rovinnych vin. Po dosazeni rovinné viny do vlnové rovnice
ziskame disperzni relaci

Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost:

L
A & ok

Fazova i grupova rychlost je stejna a nezdvisi na vlnové délce parcialni viny.

KLEIN-GORDONOVA ROVNICE

Klein-Gordonova rovnice je spravnou relativistickou rovnici pro volnou ¢astici se spinem
rovnym nule

1 62 2 . 2 m2c2

A-—5—F-u)y =0; H =7

c” ot n
Jde o vlnovou rovnici s konstantnim c¢lenem, kterda limitn€ piechazi v nerelativistickou
Schrédingerovu rovnici (viz TF2). Rovnici je linearni, jeji feSeni opét budeme chapat jako
superpozici rovinnych vin. Po provedeni Fourierovy Klein-Gordonovy rovnice ziskdme
disperzni relaci

o® =k? + cz,u2 .

Standardnim postupem uré¢ime fazovou a grupovou rychlost:

2 2,42
vfzg =c 1+ﬂ—=c 1+ﬂl ,
k K> 47
C C

ow
Vg :a_k: > 2,2
\/l +'u—2 \/l +H 12
k 4r
Na prvni pohled je zfejmé, Ze grupova rychlost je vzdy podsvételnd. Oproti tomu fadzova
rychlost je vzdy nadsvételna a neméa vyznam pienosu informace. Mezi obéma rychlostmi je

jednoduchy vztah v,v, = ¢?. Obs rychlosti zavisi na vlnové délce parcidlni viny (tzv.

disperze).
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4.2. MAGNETOHYDRODYNAMIKA

Magnetohydrodynamika pohlizi na plazma jako na vodivou tekutinu (nebo vice prolinajicich
se tekutin), jejiz chovani dominantné ovliviiuje magnetické pole. Existuje n¢kolik moznych
variant vychozich predpokladi teorie, v tomto textu budeme vyuzivat tato predpoklady:

m Plazma lze povazovat za kontinuum

Plazma je srazkoveé dominantni a na prostorovych i ¢asovych skalach jsou srazky podstatnym
jevem. Stiedni volné drahy castic jsou mnohem kratSi nez rozméry L sledovaného plazmatu
a stfedni kolizni Cas pro jednotlivé Castice je mnohem krat$i nez doba 7, po kterou plazma
sledujeme:

Ags Ais A

e>’1°’"n

<L; T T T, <T. (4.56)

m Plazma je kvazineutralni

V plazmatu jsou volné nosi¢e naboje, ovSem v kazdém makroskopickém objemu je stejny
pocet kladnych a zapornych ndbojii. Prostorova hustota naboje je nulova

po=0; resp. n,=2n;, (4.57)
kde Z je stupeni ionizace plazmatu a n koncentrace ¢astic.

m Jednotekutinovy model

Plazma lze povazovat navenek za jedinou tekutinu. Ve
Uniknou-li ze systému leh¢i elektrony, tdhnou za sebou l j
pomoci Coulombova pole téZ§i ionty (ambipolarni diftize). Vi
Rychlosti elektronové i iontové slozky jsou zhruba vyrovnané:
V, RV, (4.58)

Ob¢ rychlosti jsou priblizné rovny tézistové rychlosti

m,v
V= M : (4.59)
2.
Nepatrny rozdil rychlosti elektronti a iontl souvisi s proudovou hustotou tekouci plazmatem

i=Y.0,n,v, - (4.60)

Pro jedenkrat zcela ionizované plazma je n,=n; a j=en(v;,—-v,). V jednotekutinovém

A%

modelu pouzivame namisto elektronové a iontové rychlosti tézistovou rychlost a proudovou
hustotu

Vo, Vi = V.
Odvod’'me vztah pro hustotu Lorentzovy sily
F, =0,E+0,v,*B;
fy =0y B+ Opny vy xB;
f=> (0,n,E+Q,n,v,xB)=jxB.
Prvni ¢len je nulovy z diivodu pozadavku kvazineutrality.

m Nerelativistické plazma
Ve vsech vypoctech budeme pozadovat nerelativistické rychlosti vSech druhii ¢astic, tj.

Y «l. 4.61)
c

To s sebou nese relativné jednoduchou podobu Ohmova zékona (v pohybujicim se plazmatu
je tieba transformovat elektrické pole do laboratorni soustavy):
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E+vxB .
O' =

\/1—02/02

j=oE'= o(E+vxB). (4.62)

m Posuvny proud je zanedbatelny
V Maxwellové rovnici rotH = j+0D/0¢t zanedbame Maxwelliv posuvny clen oproti

proudové hustoté. To je mozné jen pro nizkofrekvencni déje, konkrétné pro rovinnou vinu
mame podminku

1< i = |iweE|<cE = o>uwe. (4.63)

Podminka je splnéna pro vysoce vodivé plazma a nizké frekvence déjt.

4.2.1. Rovnice pro magnetické pole

Casovy vyvoj magnetického pole uréime z Maxwellovych rovnic doplnénych Ohmovym
zédkonem v pohyblivém prostiedi (4.62)

rotE:—ﬁa—I?; pQ:O;

rotH=j; j=0(E+vxB); (4.64)
divB=0; D=¢E;

divD = pg ; H=B/u.

Z prvni rovnice ur¢ime Casovou zménu magnetického pole, za elektrické pole dosadime
z Ohmova zakona a za proudovou hustotu z druhé z Maxwellovych rovnic:

a—B:—rotE:—rot(i—V><Bj:—irotr0tB+rot(v><B).

ot o ou
Dvojnou rotaci pfepiSeme pomoci vztahu (4.234) a ziskdme vyslednou rovnici
B = L AB + rot(vxB). (4.65)
ot ou

Rovnici pro ¢asovy vyvoj magnetického pole 1ze upravit do tvaru se substancionalni derivaci.
Pouzijeme k tomu piepis druhého ¢lenu pomoci vyrazu (4.235)

B _ L AB+ (B-V)v - Bdivv —(v-V)B,
ot ou
oB

_+(V.V)B:LAB + (B-V)v — Bdivv.
ot ou

Alternativni tvar rovnice pro ¢asovy vyvoj magnetického pole tedy je

dB = LAB + (B-V)v — Bdivv. (4.66)

dt ou
Magnetické pole se miize podle (4.65) zménit dvéma zpusoby. Prvni ¢len na pravé strané je
klasickd difize — pomalé pronikani magnetického pole do okolniho plazmatu. Druhy ¢len
souvisi s pohybem plazmatu, fikd se mu ¢len zamrzani. Magnetické siloktivky sleduji pohyb
plazmatu, jsou jakoby vmrznuty do plazmové tekutiny. Nyni zhruba odhadnéme pomér
ptispévkll obou ¢lent (tzv. Reynoldsovo magnetické ¢islo). VSechny vektory odhadneme
jejich velikostmi a derivace pievracenou hodnotou rozméra systému:
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y - —UB
_ Clen zamrzani L

~ =ouvlL . 4.67
élen difize 1 1 B H (467)

ou I?

) .
=" N1 ¢

Difuze Zamrzani
Pro ideélné€ vodivé plazma (o — ) dominuje ¢len zamrzani (R,, > 1). Naopak pro pomalé

pohyby plazmatu dominuje ¢len difuze (R,, < 1). Limitni pfipady maji tvar

v—0: a—B:nmAB; nmsi,
ot ou
(4.68)
oB
o —>® o = rot(vxB).

Difaze
Zabyvejme se nyni prvni alternativou, difuznim ¢lenem. Koeficient 77,, se nazyva koeficient
magnetické difize. Rovnice pro difuzi magnetického pole ma shodny tvar se
Schrédingerovou rovnici a operatorové mizeme ihned napsat feSeni

|B(l‘)> — I (t=t) |B0> .

Standardnimi metodami popsanymi v TF2 je tfeba najit spektrum Laplaceova operatoru
a poté pouzit vétu o spektralnim rozvoji. Je mozné také pouzit metodu Greenovy funkce
a hledat ¢asovy vyvoj Diracova impulsu (distribuce). V jednodimenziondlnim piipadé ma
rovnice difuze

ge =DAc (4.69)
ot
pro pocatecni podminku ve tvaru Diracovy distribuce feseni (tzv. Greenovu funkci)
2
X
c(t,x)= exp| —— | c(0,x)=0(x). 4.70
()27th p{‘mt} (0,x)=05(x) (4.70)

Je ziejmé, ze Diraciv impuls je gaussovsky s ¢asem ,,rozmyvan®. Obecné feSeni je potom
konvoluci po¢ateni podminky a Greenovy funkce (viz ptilohy k TF2).

1 TE ] (xmy)
c(t,x)-z N _L exp[ D }(0, y)dy. 4.71)

Zamrzani
Zabyvejme se nyni jen clenem zamrzani

B = rot(vxB).
ot

Rotaci na pravé stran€ upravime pomoci dvojného vektorového soucinu — viz ptiloha (4.235)
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68_]?: (B-V)v — (v-V)B — Bdivv.
Dosad'me za divv z rovnice kontinuity

a—’O+div,0v:0 = a—'O—i-(V-V),0+,0diVV:O = diVV:—la—p—i(v-V)p.
ot ot pot p
Po elementarnich tipravach mame (zanedbavame cClen difuze)

B = (B-V)v - (v-V)B + Ea—/O+E(V-V)p.

ot pot p

Celou rovnici vydélme hustotou a pieskupme jednotlivé Cleny

B 1 B

_ == (—Vjv - —(vV-V)B + —(v-V)p.
P P P

Prvni dva ¢leny na levé strané 1ze spojit do jednoho vyrazu a druhé dva ¢leny na pravé strané

také:
E(Ej _ (E.V]V .
o\ p p p

Substituci b = B/p rovnice piejde na
2—? +(v-V)b = (b-V)v.

Po zavedeni substancionalni derivace ziskame rovnici proudnice (4.16)

P (b-)v. (4.72)

Magnetické pole proto sleduje proudnice a je vmrzlé do plazmatu.

4.2.2. Rovnice pro hustotu
Casovy vyvoj hustoty hmoty je dan rovnici kontinuity

aa—'L;+ divpv = 0, (4.73)

kterou mizeme upravit do tvaru se substancionalni derivaci:

op
— + 0, (pv,) =0 =
o (oUr)

p  op ou

+ —v + p—= =0 =
o ox ¥ Pox,

(;—'[; + (v-V)p + pdivv = 0.

Vysledny tvar proto je
40 - ity = @ (4.74)
dt
Z posledniho vyrazu je ziejmé, ze nestlaCitelna tekutina (kapalina) spliuje
p = const = divv=0. (4.75)
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4.2.3. Rovnice pro rychlost

Rovnici pro rychlost odvodime ve tfech fazich. Nejprve pro idealni hydrodynamiku (bez
viskozity), poté pro viskozni proudéni a nakonec pro proudéni za ptfitomnosti magnetického
a gravitacniho pole. Ve vSech pfipadech nalezneme jak konzervativni tvar (ve tvaru rovnice
kontinuity) tak tvar se substancionalni derivaci.

Idealni hydrodynamika

Rovnici pro rychlost v idedlni hydrodynamice jsme jiz odvodili v tvodni kapitole, viz vztah
(4.36)

p— = -Vp, neboli pg—:+p(V-V)v =-Vp. (4.76)

Nyni tuto rovnici pfepiSeme do konzervativniho tvaru, tj. budeme hledat zdkon zachovani
hybnosti ve tvaru rovnice kontinuity. Naleznéme ¢asovy vyvoj hustoty hybnosti
0 op oy,

~(pv,)=Lv, + .
8t(pk) o7 Uk Pat

Za casovou zménu hustoty dosadime zrovnice kontinuity (4.73) a za ¢asovou zménu
hybnosti z pohybové rovnice (4.76):

0

E(ka) =—0;(pv) v — p(V0)V —Orp .

Vsechny cleny pfevedeme na levou stranu a upravime:

o(pv
(0 l)vk + (pv,)% +8_p =0 =
Xl 8xl Oxk

0
il n
2 (pvr)

0 0 op
—(pv,) + —(pvU, )] + — =0 =
Py (ovy) o, (P I k) ox,

0 0
—(pv,) + —(pSy + pvv; ) =0.
5 (P o, (P W+ PV, )

Ziskali jsme zakon zachovani hybnosti. V zdvorce v prostorovych derivacich je tok hybnosti
neboli tenzor tlaku. Sama hybnost je vektorova veli¢ina a proto jeji tok tvofi tenzor druhého
fadu. Symetrie tenzoru tlaku zajiStuje zachovani momentu hybnosti v proudici kapaliné.
Tenzor tlaku se sklada ze dvou Casti — skalarni Casti, kterou tvoii normalni tlak piisobici ve
vSech smérech stejné. Druhou ¢asti je tenzorova ¢ast souvisici s proudénim tekutiny. Zakon
zachovani hybnosti mizeme napsat ve slozkovém zapise

0 0 (P) (P)
—(pv,) + —|T =0; T, ' =pd,; + pv,v, . 4.77
8t( i) 6x,( ki ) ki POy kY ( )

nebo v invariantnim tvaru

%(pv) + VTP =0; TP®=pi+pvev . (4.78)

Index (P) oznacuje tlak, pozdéji ptibude tenzor viskozity a Maxwelliv tenzor pnuti.

Viskoézni tekutina

y - Pro viskézni tekutiny jsou charakteristické nenulové prostorové
—> derivace rychlosti. Naptiklad tekutina proudici mezi dvéma deskami
— > V' maupovrchu desek rychlost nulovou a mezi deskami maximalni:
x > ov, /0y #0 .
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Ztraty hybnosti zpiisobené viskdznimi procesy budou dény tenzorem viskozity zavislym na
prostorovych derivacich rychlosti

Via = Ji(Ov;/0x ;) .

V nejjednodussim priblizeni bude tenzor linedrni v derivacich rychlosti, pfipadné provedeme
TaylorGv rozvoj do prvniho fadu v derivacich rychlosti. Tenzor musi byt symetricky tenzor
druhého tadu (z d@vodu zachovani momentu hybnosti). Nejobecnéjsi tvar symetrického
tenzoru za nasich predpokladt bude

Vkl=a£%+ﬂJ + b5kl avn = a[%—F%J +b5kldiVV.

ox; Oxy ox,, ox; Oxy

symetricky tenzor ziskdme pomoci souctu derivaci v zavorce nebo souctem vSech
diagonélnich ¢lenli (divergence rychlosti). V matematice 1 ve fyzice se dobfe pracuje
s tenzory s nulovou stopou (souctem diagondlnich ¢lenil). Stopa tenzoru se zachovava. Proto
se ¢ast druhého (skalarniho) vyrazu ptida k prvnimu vyrazu, tak aby mél nulovou stopu:

Vkl =n % + % - 25](] divv | + 4,5](] divv. (479)
5xl 8xk 3
Stopa tenzorové Casti v kulaté zavorce je nulova:
Te(V)=V =1 8&_’_8& —%5kk divv |= n(divv +divv —2-3-divvj = 0.
8xk 8xk 3 3

Koeficienty 77 a ¢ se nazyvaji prvni a druhd vazkost. Konzervativni tvar zakona zachovéni
hybnosti potom ma tvar

0 0 (P)
—(pv,) + —I\Ty’ =V, ) =0 . 4.80
o1 (pvr) ax,( Kl kl) ( )
nebo v invariantnim tvaru
0 = (=(P) o\ _
—at(pv) + V-(T —V) =0 . (4.81)

U viskdzniho tenzoru piSeme znaménko minus, protoze jde o ztraty toku hybnosti. S touto
konvenci jsou oba viskdzni koeficienty kladné. Odvod'me nyni pohybovou rovnici. Ve vztahu
(4.80) dosadime za oba tenzory a provedeme vSechny derivace:

2(U)+i Oy + PUL; — | ——
atpk axpkzpklﬂaxl o,

[

Po pfimocarém vypoctu ziskame pohybovou rovnici

paa—:+p(v-V)V =—-Vp + nAv + ({+n/3)V(divv) . (4.82)

Jde o slavnou Naviere-Stokesovu rovnici pro viskozni tekutinu. Je-li tekutina nestlacitelna
(kapalina, divv =0) ziska pohybova rovnice jednoduchy tvar

av
ot

a kapalinu lze popsat jedinym visk6znim koeficientem 77.

p—+p(V-V)v=-Vp + nAv (4.83)

Vodiva tekutina
V ptipadé¢ magnetohydrodynamiky se v rovnici (4.82) objevi na pravé strané jeSté hustota
Lorentzovy sily:
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av
ot

Pro odvozeni konzervativniho tvaru staci upravit jen hustotu Lorentzovy sily, konzervativni
podobu vsech ostatnich ¢lenti zname:

(jXB)k :(rOtHXB)k =Ekim (rOtH)[ Bm = gklmglnoan(Ho)Bm =

yo, +p(V-V)V =—-Vp + nAv + ({+7n/3)V(divv)+ jxB . (4.84)

OH OH OH
= _glkmglnoﬁn (Ho)Bm =(- é‘knémo + §k0§mn) — Bm =" = Bm + . Bm =
ox,, oxy, 0x,,
Oxy, ox,, ox; \ 2 0ox,, ox,,
Posledni ¢len je nulovy a v prostfednim ¢lenu zaménime s¢itaci index:
0 (H-B 0 0 | H-B
jxB) =——| — |+ —(H;B))=——| —9 — HB

Vyraz v hranaté zavorce je Maxwelllv tenzor pnuti pro magnetické pole. Ma stejn¢ jako
tenzor tlaku skalarni a vektorovou ¢ast. Po pfevedeni na levou stranu pohybové rovnice
dostaneme vztah

0 O ((P) , (M)

—(pv,) + —(T ' +T V) =0. 4.85

at(p i) 8x,( ki ki kl) (4.85)

Jednotlivé tenzory maji slozky
T/EIP) = pdy + puU; ,
T =26 - B (4.86)
VklEn ai'F@—gé‘kldiVV + é/é}ddiVV.
ox; Ox, 3

Skalarni ¢ast Maxwellova tenzoru pnuti se nékdy nazyva magneticky tlak a je rovna hustoté
energie magnetického pole

H-B B’
Py =—=— (4.87)
2 2y

Tenzorova ¢ast souvisi se silovym plisobenim danym zakiivenim magnetickych siloktivek.

Poznamka 1: Magnetické pole pfitomné ve slunec€nich skvrnach je zodpové&dné za jejich niZsi teplotu
2
B
w = T nkTm

Pout = Pin - nkT,
21

%

Tlak ve skvrné je dan magnetickou i hydrodynamickou &asti.
Poznamka 2: Lorentzova sila ma dvé c¢asti:

. 1
jxB=-v.T™ —_vyp + _—(B-V)B .
Ho
Prvni &ast je gradientem magnetického tlaku, druha souvisi se zakfivenim magnetickych silokfivek.

4.2.4. Uzavreni soustavy

Ve statistice jsme si ukdazali, jak stfedovani Boltzmannovy rovnice pies rychlostni cast
fazového prostoru vede na rovnice kontinua. Jednd se o rovnici kontinuity, rovnici pro
rychlost, rovnici pro energii (teplotu, tlak), rovnici pro tepelny tok, atd. Nekone¢nou soustavu
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parcialnich diferencidlnich rovnic ziskanou stfedovanim pfes mocniny rychlosti je tfeba
v urcité fazi ukoncit algebraickym vztahem. My tak ucinime u rovnice pro tlak a budeme
predpokladat, ze tlak spliuje algebraicky vztah (muize jit o polytropni ¢i jinou zavislost)

p=p(p). (4.88)
Na zavér zapisme piehledné ziskanou sadu MHD rovnic v konzervativnim tvaru

o8 = LAB + rot(vxB)

ot oL

op .
——+divpv = 0
wm

0 O (p(P) , (M)
—(pv,) + —I\Ty;, ' +T,; ' =V, | =0,
57 POk ax,( it kl)

p=p(p).
a v tvaru s aplnymi ¢asovymi derivacemi:
d_B = LAB + (B-V)v — Bdivv.
dt Oy
dp .
— 4+ pdivv =0
dt P
dv 1 .
pE =-Vp —-Vp,, +—(@B-V)B + nAv + (£ +1/3)V(divv)
Ko
p=p(p).

Existuji rizné modifikace uvedené soustavy rovnic, rovnice kontinuity a pohybové rovnice
mohou byt naptiklad uvazovany pro elektronovou a iontovou slozku oddélen€, soustavu
milZeme uzaviit aZ po rovnici pro energii algebraickym vztahem pro vedeni tepla, rovnice lze
zobecnit i pro dominantni vliv elektrického pole.

K nejcastéji pouzivanym uzavienim soustavy MHD rovnic patfi

e Uzavreni nestlacitelnou tekutinou (p = const). Po tpravé vede na vztah

L 9)p = 0. (4.89)

e Uzavieni polytropou (pp ” = const). Po Gpravé

d —y 0 - 0 _

— =0 = — "+, — 7)=0.

Apr7) (o), - (pr7)

Provedeme ob¢ derivace jako derivace soucinu funkci a za parcialni derivaci hustoty podle

¢asu dosadime z rovnice kontinuity. Po jednoduchych tpravach ziskdme

%+(V-V)p + ypdivy = 0. (4.90)
o Uzavieni CGL (Chew — Goldberg — Low). Zohlediiuje anizotropni chovani plazmatu:
BB,
POy —> Py =DP1%u +(p— pJ_)?- (4.91)
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4.3. PLAZMOVE OSCILACE A VLNY

Oblast vyplnéna plazmatem je schopna na zakladé riznych vnéjSich podnétl pfenaSet mnoho
druhli vinéni. V této kapitole se budeme zabyvat nejjednoduss$imi plazmovymi oscilacemi
a vlnami, které probihaji bez pifitomnosti magnetického pole. Hybnou silou je pouze pole
elektrické, které tvoti vratnou silu a umoznuje periodicky pohyb. Pocatecni porucha zptsobi
rozkmitani elektronové a iontové tekutiny na dvou charakteristickych frekvencich a soucasné
vznik globalniho elektrického pole. Elektronova tekutina je schopna oscilaci na podstatné
vyssich frekvencich nez iontova tekutina. Proto za vychozi soustavu rovnic nemtizeme vyuZzit
jednotekutinovy model, ale dvoutekutinovy model. Viskozni ¢leny zanedbame. Pro tento typ
vinéni plati Maxwellova rovnice rot E=0 (magnetick¢é pole je nulové), ze které
bezprostiedné plyne k x 0E = 0. Proto plati JE || k a vInéni je podélné.

4.3.1. Odvozeni disperzni relace
Za vychozi soustavu rovnic budeme volit sadu

a”; +div(n,v,) =0,

iy divingy ;) =0
— +div(n;v;)=0,
at an l

ov
—:+mene(ve-V)Ve = -Vp,—enE,

mene
(4.92)
ov;
OE 1
5= —g (Zen;v; —en,v,),

Ve Vi
Pe = nekBTe = Cene 5 pPi= nikBTi = Cini :

Jde o rovnici kontinuity pro elektrony a ionty, pohybové rovnice pro elektrony a ionty
s tlakovym a elektrickym Clenem, rovnici pro elektrické pole a polytropni stavové rovnice.
Rovnice pro elektrické pole je odvozena z Maxwellovy rovnice rot H = j+ 0D/0¢, ve které je

magnetické pole nulové a proudova hustota je vyjadiena ze vztahu (4.60). Uvazujeme
Znasobnou ionizaci plazmatu. Uvedené rovnice budeme linearizovat, tj. provedeme
perturbaci klidového feseni:

n,=MNyy+0n,; nj=ny+0on;; v,=0v,; V,=0V;;

(4.93)
E=0E; p.=pe+0Pe5 Pi=Pio+t0P;-
Po dosazeni do ptivodni sady a zanedbéni ¢lent vyssich fadi ziskdme:

agfe +div(n,y Sv,) =0,

0on;

meneoaz% =-Vop,—en,oE,
00V,
mmio? = -Vop, + Zen;y 0E,
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00E e
— = (ZnigdV; —nedv,)
ot £o
kgT,
5p€:m€c€25n€; cezEye B e’
me
kT
op; :mic%5ni; c? it .
m.

1

Dalsi postup je pfimocary. Snizime fad dosazenim poslednich dvou rovnic do ptedchozich
a provedeme Fourierovu transformaci:

—-won, +n,(k-ov,)=0,
i@mn, O0v, = ikmecezé'neJreneO oE,
iom;n;,0v,; = ikmic?é‘ni—ZenioﬁE,
iwSE = < (Zny6v; —nydv,).
€0
Jde o soustavu 11 algebraickych rovnic pro jedenact neznamych on,,on;,ov,,ov;, SE.

Pokusime se snizit fad soustavy. Z tieti a ¢tvrté rovnice vypocteme 0v,, 0v; a dosadime do

zbyvajicich. Potom z posledni rovnice vypocteme SE (bude se vyskytovat na obou stranach
rovnice) a dosadime do zbyvajicich dvou. Ziskame vysledek

(@7 = 0~ 0y )@ = k) = 03P |Sn, + | Zop,clk? |Sm; = 0,

1
{Ea)iicgkz}é'ne + [(a)2 - a)]%e - a)fﬂ)(a)2 — k) - a)lzjic?kz]é'ne =0,

kde jsme pro vzniklé kombinace veliin vyuzili béznych oznaceni pro rychlost zvuku,
plazmovou frekvenci a Debyeovu stinici vzdalenost:

kT kpT;
cezzyeBe; C?EJ/IBI, (4'94)
n, i
2 22
n o€ n;0Z°e
w2, ==L, Wl =, (4.95)
M€y ey
eokpT, eokpT;
2 0"Ble 2 _ %ofp
pe=—7"3 ‘Ipi=——355 (4.96)
n,0€ nyl-e

Mezi témito veli¢inami plati jednoducha relace

2 2 2
€y =Va Ma Oy - (4.97)
Ma-1i mit vznikl4 soustava nenulové feSeni, musi byt jeji determinant nulovy.
22 2 2 242 2 2,2 22 2 2 242 2 2,2
|:((0 _a)pe_a)pi)(a) _Cek )_wpecek :||:((0 _a)pe_wpi)(a) _cik )_wpicik :|_

2 2 22,4 _
— 0,0, CCik” =0,

Vhodnym pteskupenim ¢lenl ziskdme disperzni relaci
2
22 2 2 2 2 22 232\ 2 2 2.2 2 2
|: (@ _a)pe)(a) _a)pi) - a)pea)pi:| |: (@ —Wpe _cek (& Wy —C k=) - a)pea)pi:| =0,
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ktera ma dvé zakladni vétve, prvni nezavisi na vlnovém vektoru (tzv. oscilace — kapitola
4.3.2), druhd zavisi (plazmové viny — kapitola 4.3.3 a zvuk — kapitola 4.3.4):

| (@ ~@p )@ ) - opey | =0 (4.98)
[ (0* —a)]%e —cezkz)((o2 —(olzji —cl-zkz) - colz,ecolz,i] =0 . (4.99)

4.3.2. Plasmové oscilace elektronu

Po roznasobeni rovnice (4.98) ziskame nenulové feSeni
2_ 2 2

O =W + W -

Kvadrat plazmové frekvence elektroni je o tfi fady vyssi nez iontl. Druhy Clen na pravé

stran¢ predstavuje jen nepatrnou korekci na hmotnost iontl a vétSinou se viibec neuvazuje.

Upravme pravou stranu (z diivodu kvazineutrality je n;y =n,y/Z )

2 22 2 2 2
Nepe~ Mnpl-e” ny,e - nyyle N y0€ . Zm,

w? = a)ie + a);l- = + = + = 1
mq&y m;é& m.&y m;& me&y m;
Zm
o> =, |1+ (4.100)
m.

1

Kdyby m¢ly ionty nekonecnou hmotnost, oscilace by probihaly pfesné na plazmové frekvenci
elektronti a ionty by se viibec nepohybovaly. Mizeme si predstavit, ze tekutina elektronti
osciluje na nehybném pozadi iontli. Druhy ¢len v zdvorce je malou korekci na konecnou

vvvvvv

plazmatu. Plazma casto reaguje na vné&jSi podnéty oscilacemi nebo vlnami na plazmové
frekvenci elektront, ktera se pro vétsinu druhti plazmatu pohybuje v radiové oblasti.

4.3.3. Vysokofrekvenéni feseni (plazmové viny a oscilace elektronti)
Vénujme se nyni druhé vétvi (4.99) disperzni relace. Realizujme nerovnost m, < m;
limitnim pfechodem m; — oo. Tim budeme sledovat vysokofrekvenéni oscilace, pfi kterych

se ionty nestihaji pohybovat a efektivné maji nekonecnou hmotnost. Limitni pfechod dava

2 _ 2
@y, >0 ¢ =>0.

Z disperzni relace (4.99) zistane jen vztah

22 2.2 _
O —w,, —ck” =0,

ze kterého plyne disperzni relace plazmovych vin
2 2

"= pe+cezk2; resp. a)=1/a)f,e+cezk2. (4.101)

Limita dlouhych vin (kK — 0)

Pro A> A,, je druhy clen v disperzni relaci zanedbatelny a jde o prosté oscilace na
plazmové frekvenci elektronti

pe
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Limita kratkych vin (k — o)
Pro A <« 4p, je prvni €len v disperzni relaci zanedbatelny a jde o linedrni zavislost
®=c,k.

Smérnici zavislosti je ,,rychlost zvuku elektront“ (pfiblizn¢ tepelna rychlost elektron).
Skute¢ny zvuk je samoziejmé nesen té¢zkymi ¢asticemi (ionty a neutrdly) a ma mnohem nizsi
frekvenci.

w
Lo
(W
o
N
©)
oo
w=w w=w
‘pe e
Wpe - I.D
plazmové oscilace

W = Wpj

iontové oscilace
2

o»

k

v oboru radiovych frekvenci). Disperzni relace (4.101) pfipousti jen feSeni
>0, (4.102)

Pfi nizSich frekvencich se vina neSifi. Je to patrné jak z disperzni relace pfimo, tak z pfilozeného
obrazku. Pro nizsi frekvence nez je plazmova poskytuje disperzni relace komplexni feSeni a vina je
tlumena.

Poznamka 2.: Druhy ¢&len v disperzni relaci (4.101) je dan tepelnym pohybem elektront. Kdyby
neexistoval tepelny pohyb, viny by se nesifily, Slo by jen o oscilace.

Poznamka 3.: Z disperzni relace (4.101) snadno spoc&teme fazovou a grupovou rychlost:

2 42
0] @pe A ow
vp=—=¢c, e v=——=¢, (4.103)
k 4r“c; 0k
Snadno nahlédneme, Ze pro fazovou a grupovou rychlost plati vztahy:
. . _ .2
Vp > 5 Vg <€, VU =C (4.104)

Poznamka 4.: V pfitomnosti magnetickych poli pfejde vysokofrekvenéni vétev v slozitéjsi komplex
elektromagnetickych vin v plazmatu. Naopak nizkofrekvenéni vétev popsana v nasledujici kapitole
prejde v pritomnosti magnetickych poli v komplex magnetoakustickych vin.
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4.3.4. Nizkofrekvenéni Feseni (zvuk a oscilace iontu)
Realizujme nyni nerovnost m, < m; limitnim pfechodem m, — 0. Elektrony s nulovou

hmotnosti se stanou jakymsi vSudypfitomnym zépornym oblakem. Ionty maji nyni kone¢nou,
i kdyz velkou hmotnost. Budou oscilovat s velmi nizkymi frekvencemi na pozadi elektrond.
Limitni pfechod znamena
2 ) 2
Ope —> 0 ¢, > 0.
V disperzni relaci (4.99) zlistanou podstatné ¢leny
2 222v2 2 252 2 2
(—0,. — k"N —wy,; — i k™) — w0, =0
Relaci snadno vyiesime vzhledem w:

2 2
0% o 1

w2=w§i+cfk2— - I;ezza’zzﬂi L+ Clgkz/w;l_ - 2,2, 2

Wpe + Cok L+ c k™,

Zavedeme-li Debyeovu stinici vzdalenost, ziskdme disperzni relaci v piehledném tvaru:

1

2 2 2 12
o =w, |1 + yipkt — ————1|.
i 1+ A3 42

p,- (4.105)

Limita dlouhych vin (kK — 0)

V limité dlouhych vin upravime disperzni relaci takto

2 2 2,2 1 5 - ,
P D TYE P [ D eMDe }
A7 22
0 = @y ad 1670 2 = 2|1 LLDe
Vi*Di Virbi

Vyuzijeme-li definici Debyeovy délky (4.96) a kvazineutralitu (n;;=n,/Z) ziskdme
vysledny vztah
T T
w* = i’ 14+ zlee |, resp. @ = ¢k 1+ ztee
il il

Jde o zvukové viny Sifici se rychlosti

T
| CS:ci 1"'Zh .
7il;

Limita kratkych vin (k — )

Z disperzni relace (4.105) zbude pro kratké viny jediny ¢len

2

2 2,2 2,2
0" ® ), vidpik® = cik”; resp. w=ck.

Jde opét o zvukové viny Sifici se rychlosti
| CS = Ci .

Nizkofrekvencéni feSeni ma podobu zvukovych vin se slabé proménnou rychlosti v zavislosti
na vlnové délce.
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4.3.5. Dalsi vlivy

Pohyb prostiedi

Plazmové oscilace a vlny ovliviiuje samoziejme celd fada dalSich faktori zde neprobiranych.
Pohybuje-li se prostfedi, v némz je generovana vlna, zméni se disperzni relace (4.99) na
relaci

[(a)—k-vo)2 —a);e —cezkz}[(a)—k'Vo)z _60]291' _Cizkz}_w;ew;i =0,

ktera v sobé pfirozenym zptisobem zahrnuje Dopplertiv posun frekvence.

Srazky
V plazmatu mohou probihat srazky, které by se projevily srazkovym ¢lenem na pravé strané
pohybové rovnice. Srazkovy ¢len je umérny rychlosti a srazkové frekvenci v.Vzhledem
k tomu, Ze plasmové oscilace elektronli jsou podélné, Ize ucinit odhad vlivu srazek na
oscilace jen v jedné dimenzi a bez nepodstatnych Cleni (tlak, atd.):

one | i(neue) -0,
ox

ot
ve
m.n, =—en,E —n,m,vu, ,
oF 1 v
—=—-cen,, .
o g °°

Po provedeni perturbaci a Fourierovy transformace ziskame rychle disperzni relaci. Bez
sraZzkového Clenu mé tvar (jde asi o nejrychlejsi zplsob jak odvodit hodnotu plazmové
frekvence)

my&y

Se srazkovym ¢lenem dostaneme z podminky na nulovost determinantu

2

. Vv 1%
o® +viov— w2, =0 = w=—i—* o* —|=| .
pe 2 pe 2

Srazky zplsobuji Gtlum plazmovych oscilaci s koeficientem Gtlumu 6 =v/2.

Magnetické pole

Pritomnost magnetického pole ovlivni charakter vin zcela zdsadné. Vysokofrekvencni vétev
piejde v komplex anizotropnich elektromagnetickych vin a nizkofrekvenéni vétev v komplex
anizotropnich magnetoakustickych vin. Obéma piipady se budeme zabyvat v nasledujicich
kapitolach.

35



Viny a nestability Magnetoakustické viny

4.4. MAGNETOAKUSTICKE VLNY

V této kapitole si povSimneme nizkofrekvenénich vin generovanych pohybem ionti
v pfitomnosti magnetického pole. Samo magnetické pole vnasi do hry zcela novy prvek -
anizotropii. Dal$im ¢initelem ovliviiujicim charakter vin je samoziejmé elektricky naboj iontt
a vodivost prosttedi.

4.4.1. Odvozeni disperzni relace

Za vychozi sadu rovnic budeme uvazovat klasickou jednotekutinovou magnetohydrodyna-
miku:

a—B:LAB+rot(va),

ot ouy

op .

—+div(pv) = 0,

ot (4.106)
2

8—V+,0(V'V)V = —Vp—VB—+L(B~V)B,

ot 219 Mo

p = pp).
Difuzni ¢len v rovnici pro magnetické pole je zodpovédny za utlum magnetoakustickych vin.
V ptipadé¢ vysoce vodivého plazmatu (o —>o) je mozné tento clen zanedbat
a magnetoakustické¢ viny nebudou tlumené. Kdybychom tento ¢len v soustavé ponechali,
poskytovala by disperzni relace komplexni feSeni pro frekvenci a vinovy vektor a rovinna
vina by tak byla exponencidln¢ tlumena. Cela vychozi soustava je opét algebraicky uzaviena
stavovou rovnici.

P

Postupujme nyni obdobné jako v minulém pfipad¢, tj provedeme perturbace klidového feseni
P=pPy+0p; vV=0V; B=B,+JB; pP=po+Op. (4.107)
Hledané tfeSeni (4.107) dosadime do soustavy (4.106), zanedbame kvadraty a vy$$i mocniny

poruch a budeme ptedpoklddat poruchu ve tvaru rovinné vlny. Vysledna linearizovana
algebraickd soustava rovnic je:

—wop+ pyk-ov =0,

kop —poa)5V+L(BO-5B)k—L(B0~k)5B =0,
Ho Ho

(4.108)
kx(Byxov)—woB = 0,

5p—0525p:0; cszza—p.
op
Jde o soustavu osmi rovnic (dvou skalarnich a dvou vektorovych) bez pravych stran.
Postupnou eliminaci proménnych je mozné nalézt jen rovnici pro rychlost (druhd rovnice).
Nejprve dosadime za Op z posledni rovnice. Poté za dp z prvni rovnice a nakonec za 0B ze
treti rovnice (upravime dvojny vektorovy soucin). Ziskame tak soustavu rovnic pro
perturbace rychlostniho pole

M-Sv=0. (4.109)
Slozky symetrické matice M maji tvar

A A
My =] = (k- )7 |8+ 0y ) + ko) = (0] +3 )k,

Tuto matici miizeme také zapsat v invariantnim tvaru
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M:[a)z—(k-vA)z]l + (kv )[k®v,+v,®k] - (v§1+c§) k®Qk.

Veli¢ina v, se nazyva Alfvénova rychlost a je definovana jako

vAsl (4.110)

JHo Po .

Pro konkrétni dopocet disperzni relace mizeme zvolit soufadnicovy
systém. Osu z budeme volit ve sméru magnetického pole By (ve sméru
Alfvénovy rychlosti). Kolem této osy oto¢ime soufadnicovy systém tak,
aby vlnovy vektor kbyl vroviné (x,z). Vtakto zvoleném
soufadnicovém systému je B, =(0,0,B,), v,=(0,0,v ) a vlnovy

vektor k = (ksine, 0, kcosr). Uhel mezi vektory By a v je oznaden a.
Pro tuto volbu ma matice M tvar:

w* — kv’ - cgk2 sin” & 0 - cgk2 sina cosa
M= 0 w* —kzvfl cos’a 0
- cbzwk2 sina cosa 0 w* - cék2 cos’

Vzhledem k tomu, Ze hledame nenulové feseni soustavy (4.109), musi byt determinant matice
M nulovy. Z této podminky ziskame disperzni relaci magnetoakustickych vin

[mz—(k~vA)2Hw4—k2(0§+c§)m2+c§k2(k-vA)2J 0. (4111

Alfvénova rychlost mifi ve sméru magnetického pole By. Jiz na prvni pohled je vidét, ze
hranaté zavorce nulovy, ziskdme jeden z modu, tzv. Alfvénovu vinu (4). Bude-li nulovy vyraz
v druhé hranaté zavorce, ziskdme snadno feSitelnou bikvadratickou rovnici pro uhlovou
frekvenci. Jeji feSeni poskytuje dal§i dva mody magnetoakustickych vin, tzv. pomalou vinu
(S, Slow) a rychlou vinu (F, Fast). Disperzni relace jednotlivych modi zifejmée jsou (« je thel
mezi vinovym vektorem a magnetickym polem resp. Alfvénovou rychlosti):

w0 = vik2 cos’ &,

1 1 2
o = 10 (d g - 5k2\/(cg+vg) _ 4 costar “112)

2 _ Lo a lz\/z 22 22 2
@ 2k (cs+vA)+2k (cs+vA) dc vy cos” a .

Poznamenejme na zavér, Ze v nékteré literatufe se Alfvénovymi vlnami nazyvaji vSechny tii
zde zavedené mody magnetoakustickych vin. V klasické zvukové vin€ dochazi k prelévani
hustoty energie mezi chaotickou (tlakovou, p) &sti energie a uspofadanou (kinetickou, pv*/2)
Casti energie. V magnetoakustické vin¢ je rovnocennym partnerem jeSté hustota energie
magnetického pole (magneticky tlak, p,, = B*/2u). Polozime-li sobé rovny hustotu kinetické
energie a magneticky tlak, ziskame hodnotu Alfvénovy rychlosti:

1 , 1B B

—pu° = —— — .

2 2 ug Hop
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4.4.2. Vinoplochy magnetoakustickych vin

Z disperznich relaci (35) snadno uréime f4zové rychlosti Sifeni jednotlivych modi:

UJ%A = vicosza,

2 _1(2 2_1\/2 22 L 202 2
vig = 2(cs+vA) 5 (c? +v}) —4civicos’a, (4.113)

2 _ Lo o l\/z 2\ 422 2
Vip = 2(cs +UA) + 5 (cs +UA) 4cvycos” a .

Naleznéme nyni tyto rychlosti ve sméru magnetického pole B, (o =0):
a=0 = UfA:UA’ UfS:min(UA,cs), UszmaX(UA,cs). (4114)

Féazové rychlost Alfvénovy viny je rovna Alfvénové rychlosti. Pomald magnetoakusticka vina
ziska ve sméru pole mensi zobou zakladnich rychlosti (rychlosti zvuku a Alfvénovy
rychlosti) a rychld vina se bude Sifit vétsi z obou rychlosti. Ve sméru kolmém na ptivodni
magnetické pole (a = z/2) jsou rychlosti Sifeni:
V4
a=— = Ve =0, Ve =0, 4.115
2 /4 S ( )
Ve sméru kolmém na pole se Sifi jediné
rychla magnetoakusticka vlna. Situace je
dobfe patrnd na polarnim diagramu

zavislosti fazové rychlosti vSech tii modu. F,” .

Pfi zmenSujicim se magnetickém poli se /! .
vlnoplochy  Alfvénovy a  pomalé ' \
magnetoakustické viny zmensuji a vlno- + 2

plocha rychlé magnetoakustické viny se
stava ,,obyCejnou* zvukovou vlnoplo-
chou. Magnetické pole vnasi do Sifeni \
zvuku zjevnou anizotropii. Chovani 0 v
vlnoploch pfi riznych hodnotach pole si .
vyzkouSejte v apletu na naSem serveru
http://www.aldebaran.cz. Aplet najdete

v sekci APLETY. Tvar vlnoploch resp. Slabé pole (v4< c;)
polarni diagram fazové rychlosti pro
rizné hodnoty magnetickych poli si
prohlédnéte na obrazcich.

i e e

Rychla vina pfechazi ve zvukovou,
ostatni mody se zmensuji

F'/
':' AW
1
\
\}
B N
0 B, N
Magneticky tlak roven kinetickému (v = c;) Silné pole (v4> ¢y)
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4.4.3. Sméry vektori v magnetoakustickych vinach

Chceme-li zkoumat sméry jednotlivych poruch u konkrétniho modu, musime dosadit
pfislusnou disperzni relaci do ptivodni linearizované soustavy (4.108). Volba soufadnicového
systému zlstdva zachovana. Ze soustavy rovnic (4.108) nalezneme vzajemné sméry
jednotlivych vektori. Ukazuje se, Ze magnetoakustické viny jsou smésici podélnych
1 pfiénych vin. PovSimnéme si nyni, z Siroké Skaly moznosti, tfi zajimavych konfiguraci.
Alfvénova vlna. Alfvéniv mod je nejjednodussi ze tii nalezenych disperznich relaci. Ze
soustavy rovnic (4.108) snadno ur€ime, ze plazma kmita napii¢ magnetickému poli 1 sméru
Sifeni a jde tedy o vInu pfi€nou. Porucha magnetického pole je kolma na piivodni magnetické
pole. To zplsobuje rozvinéni magnetickych siloktivek podle obrazku. Je-li pole orientovano
ve sméru tieti osy, ma disperzni relace tvar @ =v 4k cosa =v k3 a grupova rychlost je rovna

v, =(0,0,0,). (4.116)

Energie se v Alfvénové viInég §ifi jen podél magnetického pole B, a to Alfvénovou rychlosti.

Kompresni vlna. V rychlé magnetoakustické vIng je pti sméru Sifeni kolmém na magnetické
pole (k LB) porucha pole rovnobézna s polem plivodnim. Tim vznikd vlna hustSich a

fidSich oblasti magnetickych siloktivek, kterou nazyvame kompresni vlna. Plazma kmitéa
podél sméru Sifeni vin k (kolmo na pole B). Jde proto o podélnou vinu. Vinéni je velmi
podobné ,,obycejnému‘* zvuku. Roli pruzného prostiedi vSak ptebird nejenom hydrostaticky

tlak p, ale 1 magneticky tlak p, = B%/2 M - Rychlost vln je ddna obéma vlivy a ma hodnotu

v, =ycl +0] (4.117)

Sméry vektort v kompresni vin€ naleznete na obrazku 6. Kompresni vlna se nékdy nazyva
kompresni Alfvénova podélna vina.

Klasicka zvukova vlna. Ve sméru magnetického pole By se bud’ rychld nebo pomala vina §ifi
rychlosti zvuku ¢, (podle velikosti magnetického pole). Plazma kmitd podél sméru Sifeni

a neni ovlivnéno pfitomnosti magnetického pole. Porucha magnetického pole je nulova.

B'x'

| I I //% Alfvénova vina. Perturbace jsou ¢arkované
Byé?k B
)_k_>
> .
‘// X' Kompresni vina.
B' -

‘/// / B Klasicka zvukova vina.
X’
B
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4.5. ELEKTROMAGNETICKE VLNY

Elektromagnetické viny §ifici se plazmatem interaguji pfedevsim s malo hmotnymi elektrony.
Ionty nemohou vysokofrekvencni déje sledovat. V elektromagnetické viné bude vzdy platit

divB=0 = oB Lk,

4,118
rotE=—aa—l: = oB 1 0E. ( )

Konstantni magnetické pole By zplisobuje anizotropii v Sifeni vin, vlny se $ifi jinak podél
pole By a jinak ve sméru pole By. Podobn¢ jako u krystali nalezneme v plazmatu 7Fddnou
a mimoradnou vinu budeme-li viny sledovat ve sméru pole. Tytéz viny se ale kolmo na pole
budou jevit jako smeésice levotocivych a pravotocivych

modu. Velmi zajimava je také otdzka reakce materidlu na ANANANANN By
vysokofrekvenéni viny a vypocet permitivity plazmatu. AN AAANAN

K projevim plazmatu patfi také nékolikasekundové A A A~ AL,

nizkofrekvencni zadblesky vznikajici jako doprovodné
efekty bleski a Sifici se podél zemského magnetického
pole, tzv. hvizdy.

4.5.1. Odvozeni disperzni relace

Za vychozi rovnice budeme volit rovnici kontinuity pro elektrony, pohybovou rovnici pro
elektrony, a Maxwellovy rovnice pro ¢asovy vyvoj elektrického a magnetického pole. Casovy
vyvoj elektrického pole (Maxwelliv posuvny proud) nelze vzhledem k frekvenci dé&ji
zanedbat. VSude uvazujeme limitu m; — o©; p — 0, tj. pro Sifeni elektromagnetickych vin

plazmatem zanedbavame pohyb iontil a tepelné déje v plazmatu:

8”: +div(n,v,)=0,

G_Vte +mn,(v,-V)v,=—en,E+jxB,

mene
(4.119)
o8 =—rotE,
ot
8_E= ! rotB—i; j=—en,v,.
ot &yt €9
Standardnim postupem provedeme linearizaci
n,=ng+on,, vV,=0V,, B=B,+0B, E=0E. (4.120)

a Fourierovu transformaci soustavy (4.119). Perturbace koncentrace se nikde nevyskytuje
aproto je mozné rovnici kontinuity vynechat. Za proudovou hustotu vSude dosadime
z posledni rovnice:

e e

ov, =—i oE —i ov,xBy,
m,@ m,@
1
0B=—kx0JE, (4.121)
®
. . €M
OE =i kx6B+i——0v,.
EgMo@ &0

Zaved’me standardni oznaceni
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2
1 ne eB,
2 ) C()[Z) , a, = =0
50#0 mego m

9}
1l

(4.122)

e

pro rychlost svétla, plazmovou frekvenci a cyklotronni frekvenci a dale zaved'me jednotkovy
vektor ve sméru magnetického pole

p=—2 (4.123)

V soustavé (4.121) budeme eliminovat proménné, z druhé rovnice dosadime za OB do
ostatnich rovnic:

Sv, =—i——0E i 5v,x B,
m,@ 1)
c? en
5E:—i—2kx(kx§E)+i—§V6.
1) Eo®

V dal$im kroku vypocteme z druhé rovnice poruchu rychlostniho pole a dosadime do rovnice
prvni (vyjadiime dvojné vektorové souciny). Ziskdme tak samostatnou rovnici pro poruchu
elektrického pole:

(@ — @2 — kD) SE +i% (0% - HP)SEx B + A (k-SE)k +i (k- SE)kx f =0 .
w w

Zvolime-1i soufadnicovy systém stejny jako v minulé kapitole:
B, =(0,0,B,), a vlnovy vektor k= (ksine, 0, kcoscr), ziskd rovnice

pro poruchu elektrického pole jednoduchy tvar

Mg JoE=0 (4.124)
s matici Mg ve tvaru
Q) .
w? —0)12, — k% cos’ a i —C(a)z— czkz) k*cosa sina
@

Mg =| i —c(a)2 —c?k? cos? ) w® —a)lz7 —k? —i =< *k? cosa sina

10} @
k% cosa sina 0 w° —a)lz7 — kP sina

Pro netrividlni feSeni musi byt determinant této matice rovny nule, coz vede na disperzni
relaci

2
¢*k* cos? a sin? & [(a)z —a)lz7 —c?) - %(mz = czkz)] 45
+ (a)2 —w? —c*k? sin? a)x[(a)2 —a)lz7 — c%k? cos? 05)((02 —a)lz7 —czkz) - (4.125)

p

2
, 2 2,2 2 2,2 2
- w_cz(a) —c’k*)(@* —c*k* cos a)]=0.
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4.5.2. Specialni pripady

I. VLNY SiRiCi SE PODEL POLE Bg (a = 0)
Pro o = 0 z disperzni relace méme
2 @2 2
(a)2 —a)z) (coz —w? c2k2) —0)—C(a)2 —c2k2) =0. (4.126)

p p a)Z

Reseni vzhledem k w ma tfi zdkladni mody. Prvni mod ziskame vynulovénim levé zavorky,
jde o plazmové oscilace elektronii na plazmové frekvenci. Vynulovanim pravé zavorky
ziskame dalsi dva mody, tzv. R a L viny.

m RalLviny
Disperzni relaci ziskdme z rovnosti

2
2w 2
(a)z—a)Q—czk2) ——c(a)Q—czk2) =0,
P >

ze které nejprve vypocteme kombinaci w? - 2k? (vyskytuje se v obou zavorkach). Ziskame
2
@
=t +—2 . (4.127)
lto./0

Po dosazeni disperzni relace do linearizované rovnice (4.124) pro elektrické pole zjistime, Ze
OE, =FidE,. (4.128)

Imaginarni jednotka znamend vzajemny fazovy posun slozek E, a E, o /2, tj. (podobn¢ jako
u sklddani dvou fazov€é posunutych kolmych kmit). Jde o pravotocivé a levotocive
polarizovanou kruhovou vlnu, tzv. R vinu (Right, horni znaménko) a L vinu (Left, dolni
znaménko). Porucha elektrického pole je kolma na zdkladni magnetické pole, OE L B, .

Pro index lomu snadno nalezneme jednoduchy vyraz
Nl € _ck (4.129)
vy ok o
Z disperzni relace (4.127) odvodime vztah pro index lomu
2, 2
/o
N?>=1-—2— | (4.130)
lto, /o

Zajimavé jsou limitni situace, kdy index lomu je nekonecny (tzv. rezonance) nebo nulovy
(tzv. cutoff, mezni frekvence za kterou se vlna nesiii):
N—>w (v —0) = w=0,;

1 (4.131)
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Cyklotronni_rezonance: Prvni limita odpovida cyklotronni rezonanci, pii které je vlna
absorbovana na frekvenci Larmorova pohybu elektrond.

Mezni_frekvence (pravd a leva): Druha limita odpovidd odrazu vin. Frekvence wg se

nazyvaji prava alevd mezni frekvence. Pfi feSeni kvadratické rovnice u druhé limity bylo
pouzito pied diskriminantem jen znaménko “+”, aby vysledna frekvence byla kladna.

I. VLNY SiRIiCi SE KOLMO NA POLE Bg (& =7 / 2)

Pro o = 7/2 z disperzni relace (4.125) méame

(a)2 —a)lzj —czl’cz)-[(a)2 —a);)(a)z —a)IZ) —czkz) - a)cz(a)2 —czkz)] =0. (4.132)

m Radna vina (O)
Anulovanim prvni zavorky ziskame 7adnou vinu (O vinu — Ordinary Wave):

o =w,+k (4.133)

Jde o zékladni disperzni relaci pro Sifeni elektromagnetické viny plazmatem. Uhlova
frekvence a vinovy vektor budou redlna Cisla pro @ > .
1) SiFeni neni ovlivnéno magnetickym polem.
2) Radnd vina ma kmitajici poruchu elektrického pole kolmou na pivodni magnetické
pole, 0E 1 B,.
3) Pro frekvence vyssi nez plazmova frekvence je plazma pro elektromagnetické viny
., prithledné .

Pro @ < w, dochazi k utlumu vinéni (komplexni &, ®), vina se nesiii. Dochazi k rozkmitani
elektronil a absorpci vinéni. Pro index lomu fadné viny z této disperzni relace odvodime

22 > noe’
N2=C]‘; =1-—L =1-———. (4.134)
@ ® m,&,@

Index lomu je frekvenéné zavisly, rtizné frekvence elektromagnetické viny se $ifi riznou
rychlosti. Na vztahu (4.134) pro index lomu jsou zalozeny rizné diagnostické metody pro
plazma, napiiklad Schlierova fotografie.

Rezonance: Pro tadnou vinu nedochazi k Zadnym rezonancim (N — o).

Mezni frekvence (plazmova): Mezni frekvenci (N — 0) je plazmova frekvence elektroni.

Sifeni O viny

NE ANO

m Mimofadna vina (X)
Anulovanim druhé zavorky v (4.132) =ziskdme disperzni relaci mimotddné viny
(X vlny — eXtraordinary Wave).

2 2\(,2_ 2 2.2 2(, 2 2,2
(a) —a)p)(a) —w,—ck )—a)c (a) —c’k ):O. (4.135)
Standardni limitni situace nastavaji pro
N—>wo (vy —>0) = w=w,= a)]23+a)3 . (4.136)
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__1 L[ 2
N—->0 (v > x) = a)=a)R,L=+Ea)C+§ o, +40, . (4.137)

Horni_hybridni rezonance: K rezonanci dochéazi pro tzv. horni hybridni frekvenci @y, pfi
které¢ vina nepostupuje, porucha magnetického pole je nulova a jde o Cisté elektrostatické
oscilace elektronti na horni hybridni frekveci (v, = 0). Jde o zobecnéni plazmovych oscilaci,
které jsou vyvolany elektromagnetickou vinou. Vratnou silou je kromé Coulombovy sily jesté
Lorentzova sila (Larmorova gyrace kolem By), proto je frekvence vysSi nez u cistych
plazmovych oscilaci bez magnetického pole. Pfi nenulové teploté elektront se tyto oscilace
zacnou S§ifit jako viny.

Dolni hybridni rezonance: Uvazime-li mozny pohyb ionti, nastava jesté jedna rezonance na

tzv. dolni hybridni frekvenci o, = (0,0, V2 Ta ale z nasi disperzni relace nevyjde, protoze

jsme pohyb iontti zanedbali.

Mezni frekvence (prava a levd): K odrazim dochéazi pro mezni pravou a levou frekvenci
@R, 1. Mimotadna vlna se §iii v intervalu frekvenci o € (v ,w),) U (0gf,©).

Sifeni X viny

NE ANO NE ANO
w, w; w), wy, wp 0}

1) Xvina se nesiri v oblastech @ € (w,,w;)J(@wy,,wp).
2) Xvina je dominantné ovlivnéna pritomnosti magnetického pole By.
3) Kmitajici porucha elektrického pole je rovnobéznd s magnetickym polem OE || B

V pripad¢ obecného sméru viny vzhledem k magnetickému poli By je Sifeni elektromagne-
tické vlny popsano obecnou disperzni relaci (4.125).

4.5.3. CMA diagram

Tvary vlnoploch (polarni diagramy fazové rychlosti) se zakresluji do tzv. CMA
(P. C. Clemman, R.F.Mullaly, W. P. Allis) diagramu, kde na osdch je magnetické pole
a koncentrace plazmatu. VInoplochy se skokem méni na hranicich oblasti, kde je index lomu
ruznych typl vin (R, L, X, O) nulovy nebo nekonec¢ny.

Np = cyklotronni iontova rezonance 0=,
Np=o0 cyklotronni elektronova rezonance 0=,
Ny= o0 horni hybridni rezonance w=wy

dolni hybridni rezonance w=0,
N, =0 mezni frekvence L vin O=w;
Nr=0 mezni frekvence R vin O=0p
No=0 mezni frekvence O vin D=0,
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w,/w ~ B LR LR
X0 X
@ N;=o (wa-)
m;/m,
RL
S&ox
Ny = Ng N

RN Hvizdy
A
RL R
o S
Np=0 (@,,)
1
Ny = (w,,)
Ny=o0 (wh) . L
X
Ne=0 0N, INOD, X
0
LR
/ @ 0X
a)
0
1 wylw?* ~n,

4.5.4. Tenzor permitivity pro elektromagnetické viny v plazmatu

Pti vysokych frekvencich a v pritomnosti magnetického pole se plazma chova zcela jinak nez
bézné vodivé prostfedi. Proto urime tenzor permitivity pro naS piipad chladného
elektronového plazmatu s polem By. V literatuie se pro kvadraty jiz zavedenych indexi lomu
pouziva Casto oznaceni
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2/ 2 2/, 2
/@ w,/®
RENI%:]——p ; = %: __r ;
l-w,/w l+o/o
5 ) (4.138)
10
P=Nj=1-—L; XEN)Z(:—ZNRNg :
@ (Ng+Nj)/2
Pro vice tekutin se s¢ita pies vSechny komponenty
2,2 2,2 2
@,/ ® @,/ ® @
Ng=1->—2—: Nj=1-y P Nj=1-> 2L (4139)
~l-w.,/o ~1+w.,/o .
Je také vyhodné zavést symetrickou a antisymetrickou ¢éast kvadratli indextt Nz a N:
Ss%(R+L); As%(R—L). (4.140)
Veli¢inu X lze pak jednoduse zapsat
X=RL/S. (4.141)
Urc¢eme nyni indukci elektrického pole v plazmatu reagujicim na vysokofrekvenéni vinu:
SD = £,0E + 5P = £,0F —en,0x, = 6,0 + —¢5v, . (4.142)
i

K ptevodu poloh na rychlostni pole jsme vyuzili integraci pfislusné rovinné Fourierovy
komponenty. Perturbaci rychlostniho pole musime urcit z pohybové rovnice pro elektrony,
nejlépe v perturbovaném tvaru po Fourierove transformaci (4.121):

e e
OE —i
m,m m,@

ov

=i

ov,xBy.

e

Rovnici zapiSeme ve slozkach a vypocteme poruchu rychlostniho pole elektronii:

§Uk = - Le §Ek _igklmé‘leOm =
m,@ m,@
(5kl+i&5klmﬂm]5vl:_ Le 5Ek
@ e
Rovnice pro rychlost ma jednoduchy maticovy tvar
_ 1 io/o 0
ASv=——2"SE; A=|-iojo | 0o | (4.143)
et 0 0 1

Kurceni poruchy rychlostniho pole posta¢i najit inverzni matici k A. Porucha indukce
elektrického pole potom podle (4.142) bude

2
] 0]

5D — so0E+ ey, — 5ok + (- ” A—lanzo (1-—5 Ja
1w 110 m,m )

Hledany tenzor permitivity proto je

2
= Dp o1
E=g|1-—FA : (4.144)
2
@

Poslednim krokem tedy bude urCeni inverzni matice k A. Muzeme pouzit jakoukoli
standardni metodu (Gaussovu eliminaci, vypocet pies subdeterminanty). V tomto textu
vyuzijeme metodu spektralniho rozvoje vyuzivanou v kvantové teorii (viz TF2). Uréime
vlastni ¢isla, vlastni vektory a ptislusné projekéni operatory matice A.
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0 0 00
A =1, )=/ 0], P =0 0 0
1 0 0 1
—i | 1 =i 0
10
Ay =1-—5, )= 11, P,=—|i 1 0};
2 0] | > ) l
0 0 0 O
+i . I 7 0
1)
Ay =1+—%, 3= 1|, Py=—| —i 0.
3 @ | > 72 l
0 0 0 O
Pro inverzni matici plati
1 N 1 : i B i 0
l-w/0 1+o/0 l+o/0 1-o/0
PRI S S S R A — L L
A4 Ay A3 2| 1-o/0 1+w,/0 l-o/0o 1+o/0
0 0 1
Po dosazeni do (4.144) ziskame vysledny tenzor permitivity
S —-id 0
e=¢gglid § 0] . (4.145)
0 0O P

Tenzor permitivity je zjevné anizotropni, ma nediagondlni prvky a prvek na diagondle
odpovidajici sméru magnetického pole (P) je jiny nez ve zbyvajicich smérech (S). Tenzor
permitivity je navic komplexni.

4.5.5. Hvizdy (whistlers)

Hvizdy vznikaji jako doprovodné efekty bleski v dolnich vrstvach atmosféry. Jde o
elektromagnetické viny s frekvencemi v rozsahu 300 Hz az 30 kHz, které se $iii ptiblizné ve
sméru silokiivek zemského magnetického pole. Hvizdy byly objeveny Barkhausenem v roce
1919. Jde o modifikaci R vIn s velmi malym tthlem a mezi smérem magnetického pole Zemé
a Sifeni. Disperzni relace hvizdl je (viz R viny):
2
1)
? =kt —2 (4.146)
10
1-—<cosax
@
Pro vétSinu hvizdi je frekvence vin podstatné nizsi nez cyklotronni frekvence (v < @, ) a lze

pouzit jednodussi aproximaci (zanedbame jednotku ve jmenovateli), kterou odvodil Storey
v roce 1953:
2
W, @
w® =k - —L—. (4.147)
@, oS
Pro velmi nizké frekvence lze dokonce zanedbat kvadrat frekvence na levé strané a ziskat
jesté jednodussi aproximaci pro nizkofrekvenéni hvizdy:
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k?

W=———0. Ccosa . (4.148)
@

P
Standardnim postupem nalezneme fdzovou a grupovou rychlost nizkofrekvenénich hvizda

2 2
vfzgzﬂa)ccosa; v Ea—w:Zﬂa)ccosa. (4.149)

k (02 g ok a)2

P p

Za velikost vinového vektoru dosadime zpét z disperzni relace:

c 2c
Vp= — a)ccosaa)l/z; Vg =— a)ccosaa)l/z. (4.150)
@Dp

p

Pro rozdil odklonu fazové a grupové rychlosti od vektoru zemského magnetického pole By
plati

te(er, —at) = 1ow/0a —ltga
8% k dw ok 7 °4
Nyni jiz snadno ur¢ime thel o,
o, =arctg sina cosa
g 1+ cos’ &
a maximum
g max = arctg| 27 | =19°29" . (4.151)

Maximdlni odklon Sifeni energie nizkofrekvencnich hvizdl od sméru magnetického pole
Zem¢ je 19°29°.
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4.6. MHD NESTABILITY

4.6.1. Dvousvazkova (Bunemanova) nestabilita
4.6.2. Rayleigh-Taylorova nestabilita

4.6.3. Kelvin-Helmholtzova nestabilita

4.6.4. Diocotronova nestabilita

Jestlize ve véalcovém vldkné dojde z jakychkoli diivodl k radialni separaci naboje, vznikne
radialni slozka elektrického pole. Disledkem mutze byt azimutalni rotace vldkna zpisobena
driftem v polich E, a B,. Na povrchu plazového vladkna potom dojde k rozvoji diocotronové
nestability, kterd je analogii Kelvinovy-Helmholtzovy nestability na rozhrani dvou prostredi
s riznou rychlosti. Povrch je pfetvofen do charakteristickych virovych struktur. Separace
gradientem nebo dalSimi nestabilitami. Diocotronova nestabilita byla pozorovana v mnoha
uspofadanich a azimutdlni rotace vldkna mulzZe byt pocatecnim mechanismem pro vznik
helikalnich struktur.

Diocotronova nestabilita. Nalevo: Typicky prafez viaknem.
Napravo: Obdobna struktura v plosnych polarnich zafich (Aljaska 1973).

Narus$eni kvazineutrality v radidlnim sméru Ize popsat pomoci rozdilu koncentraci:

7n.
An=n,—Zn, = n,(1- f);  f= n”l . (4.152)

e

Je-1i parametr f#1, je pfitomno radialni elektrické pole. Mizeme ho urcit z Maxwellovy
rovnice

divD=—-e(n, — Zn;), (4.153)
ktera ma ve véalcovych soufadnicich tvar
li(rEr)z—”ee (1- 1) . (4.154)
rdr &

Radidlni elektrické pole je spolu s osovym magnetickym polem zodpovédné za vznik
azimutalniho driftu s rychlosti

v =Lt (4.155)

Viftivost rychlostniho pole je definovdna vztahem
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2 2
o, = trotv|= 2| B | = ” S(f-D . (@156)
2ror\ B, ZB 50 &y 2e B
Zakladnim parametrem pro rozvoj diocotronové nestability je bezrozmérna veli€ina
>
a)U
q=—-= 2(f—l) (4.157)
0, 2

Diocotronova nestabilita je v ptfirodé¢ velmi castym jevem. Je pozorovana v mnoha
laboratornich experimentech, v kosmickém plazmatu i v numerickych simulacich. Dokonce
spiralni ramena nékterych galaxii vykazuji struktury typické pro diocotronovou nestabilitu.
Charakteristicky obrazec diocotronové nestability je Casto vidén v proudovych vrstvach,
v zaclonovitych utvarech polarnich zafi, atd.

Rozvoj diocotronové nestability vznikly v disledku rotace povrchu vldkna miize byt
zakladnim impulsem pro pieskupeni struktury vldkna na helikdlni strukturu. Oba procesy
(rozvoj diocotronové nestability a vznik helikdlni struktury) spolu pravdépodobné uzce
souvisi.
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4.7. DALSI NESTABILITY

4.7.1. Interchange nestabilita

4.7.2. Nestability na povrchu viakna (kink, sausage)
4.7.3. Driftové nestability

4.7.4. lontové akustické nestability
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4.8. NELINEARNI, NEINFINITEZIMALNI A STATISTICKE JEVY

VysSetfovani vlastnosti vln a nestabilit pomoci infinitezimalnich perturbaci je velmi u¢inné,
ale celou fadu jevl nepostihuje. Jednak existuji analytick4 feSeni MHD rovnic, kterd nejsou
omezena na linearizaci rovnic a jednak existuji jevy, které MHD soustavou nelze popsat
vubec. V této kapitole n¢ktera takova feSeni ukaZzeme, jejich vycet je ale spiSe ilustrativni.

4.8.1. Hartmanovo reseni

Z klasické hydrodynamiky je zndmo chovani nestlacitelné viskézni kapaliny mezi dvéma
vodorovnymi deskami. Je-li na zafatku a konci desek rozdilny tlak, mutze vzniknout
jednoduché lamindrni proudéni, které se fidi Poiseuillovym zdkonem. Rychlost ma
parabolicky prub¢h - v tésné blizkosti desek je rychlost nulova, uprostied toku maximalni. To
je zpusobeno viskdznimi procesy neboli vnitinim tfenim kapaliny. Okrajové efekty desek
zanedbavame.

| y=+ta

‘{Ti»x qﬁﬁv

Je-li kapalina vodiva, lze nalézt obdobné feSeni z rovnic magnetohydrodynamiky, které se
nazyva Hartmanovo. NapiSme nejprve vychozi soustavu rovnic magnetohydrodynamiky:

divv=0,

pa—v+p(v-V)Vz—Vp+nAv+{r0thB}, (4.158)
ot Y7,

OB

—=LAB+rot[VxB].
ot ou

Prvni rovnice je rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu, druhéd rovnice je pohybova
rovnice, napravo je postupné tlakova sila, viskozni sila a Lorentzova sila. Posledni rovnice je
rovnice pro magnetické pole s difiznim ¢lenem a ¢lenem zamrzani.

Poznamka: Stavovou rovnici, kterou se bézné uzavira MHD soustava nem(zZeme u nestladitelné
kapaliny pouzit, protoZe tlak neni funkci hustoty. Tlak klesa ve sméru proudéni linearng&, zatimco
hustota kapaliny je konstantni.

Soutadnicovou soustavu zvolime podle obrazku (tak, abychom maximalné vyuzili symetrii
problému). Budeme piedpokladat stacionarni proudéni, tj. ¢asové derivace v (4.158) budou
nulové. Proudéni pfedpokladdme jen podél desek, tj. rychlostni pole bude mit jen slozku

U, () zéavislost na yje déna symetrii problému, u desek (pro y =ta) je rychlost nulova,

uprostfed oblasti maximdlni. Nenulové magnetick¢é pole budeme piedpokladat v fezu
proudéni podle obrazku, tj. nenulove B.(y) a B,(y). ZMaxwellovy rovnice divB=0

plyne, Ze B, musi byt konstantni. Tlak musi klesat podel proudéni a mize byt stejn¢ jako

ostatni veliiny zavisly na soufadnici y. Hledané feSeni ma tedy tvar:

v=[v(),0,0]; B=]B(»),B,,0]; p=p(x.y). (4.159)
Po dosazeni do sedmi rovnic (4.158) zbudou netrividlni vztahy

2. B 2
0--22, 42 BodB - op BdB o 1B pdv
Ox dy® wdy 0y pudy ou dy dy
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Reseni ziskané soustavy neni slozité. Predpokladejme, stejné jako v Poiseuillové zakong,
linedrni ubytek tlaku ve sméru proudéni, tj. Op/Ox =const. Lze ukdzat, Ze jiny prib¢h ani
neni mozny. Potom prvni a tfeti rovnice dava soustavu pro rychlost a magnetické pole,
z druhé rovnice je tfeba dopocitat tlak. Pro v a B tedy mame:

d*v By dB 1 d*B dv
—+———=const, ———+B,—=0.
dy® wdy op dy dy
Prvni rovnici derivujeme podle y a z rovnic vylou¢ime druhé derivace magnetického pole:
3 2
1 1 B
dv_ 1 &5, kde —-=T5
dy> D-dy D n
Po prvni integraci mame
d*v 1
—5 = —20 = Cl .
dy D

Jde o linearni diferencidlni rovnici s pravou stranou. ReSeni nalezneme jako soucet
homogenniho a partikularniho feseni (Ize ho hledat ve tvaru konstanty):

v(y)=v +v ——C,D*+C,e +l +C,e —l}.
M =v,(»)+v,(») 1 2 XP{ D} 3 Xp{ 5

Konstanty integrace ur¢ime z podminek v(+a)=0; v(0)=v,. Vysledné feSeni je

ch(gj—ch(gj ”
= : D /—
v(y) =1, ch(aj—l 2 (4.161)

Nyni jiz snadno z prvni nebo tieti rovnice (4.160) dopocteme magnetické pole. Integracni
konstanty ur¢ime z podminky spojitosti tecnych slozek vektoru magnetické intenzity H na
rozhrani ( By,/u; = B,,/15), odkud plyne B(£a)=0. Vysledek je

SGRG)
B(y)=-uv, G?]a h(") 1 ; D= O'LB(%. (4.162)
chl £ |-
D

Nalezeny profil rychlostniho a magnetického pole je na nésledujicim obrazku. Pfitomnost
magnetického pole zplisobuje zplosténi rychlostniho pole v blizkosti centra proudéni a jeho
rychly pokles v blizkosti desek. Nenulovd konstantni slozka pole ve sméru y (napfic
proudéni) zptsobuje existenci slozky pole ve sméru proudénti, jejiz profil je také na obrazku.

\ | y=+ta
y y
v B ’
\ | y=—a
Polohu maxima a minima magnetického profilu je mozné ziskat derivaci vztahu (4.162)
Y1, =xDarcch {2 sh (ﬁﬂ . (4.163)
’ a D
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Zajimava je limita rychlostniho profilu pro slabé (a/D <« 1) a silné (a/D >1) magnetické
pole.

Slaba pole

Pro slabé pole provedeme rozvoj exponencial do prvniho fadu a dostaneme znamy
Poiseuilltiv parabolicky profil, magnetické pole nema na proudéni podstatny vliv:

2
V=0q|l- (Zj .
a
Silna pole

Pro silné pole musime fesit ptipad y >0 a y <0 oddélené. Ve vysledku ponechame vzdy

kladnou exponencialu, vyjde
V=V [1 - exp(M—_aﬂ .
0 D

Rychlostni pole v tomto ptipadé exponencidlné ubyva u stén.

4.8.2. MHD viny kone¢né amplitudy

Soustava MHD rovnic je nelinearni a velmi sloZzita. Pfi provadéni linearizace sice dostavame
feSeni ve tvaru rovinnych vin, ze kterych mizeme slozit viny komplikovanéjsi, ale vzdy s
infinitezimalni amplitudou. Podstatnou ¢ast feSeni ale vibec nenachdzime. V této Casti
ukazeme, Ze existuji specialni feSeni, kterd spliuji obycejnou vinovou rovnici. ReSenim je
pak postupujici vlna libovolného tvaru a libovolné amplitudy.

Uvazme MHD soustavu pro nestlacitelnou, neviskdzni, idealné¢ vodivou kapalinu ( p = const,

n=¢=1oc=0):

Q+(V-V)v:—leJrL(rotB)xB;

ot p up

OB

—:rot[va]; (4.164)
ot

divv=0;

divB=0.

Jde o rovnici pro rychlostni pole (pohybovou rovnici s tlakovou a Lorentzovou silou) a
rovnici pro pole magnetické se ¢lenem zamrzani. Doplitkové jsou rovnice pro nestlacitelnost
a Gaussova véta pro magnetické pole.

Piedpokladejme nyni, Ze veli€iny se méni jen vjednom urcitém sméru. Volme osu
z soutadnicové soustavy v tomto sméru. Potom hledame feseni ve tvaru

v=v(t,z); B=B(t,z); p=p(tz). (4.165)
Z dopliikkovych rovnic (divergenci) v (4.164) okamzité plyne
v, =vy(); B, =By@).
Vzhledem k tomu, Ze v nekone¢nu nemiiZze probihat Zddné proudéni, musime poloZit vy =0.
V uvedené geometrii tedy mame v = (v,,0,,,0), B=(8,,B,,B,), V =(0,0,0/0z). RozepiSme

nyni netrividlni ¢leny v prvnich dvou rovnicich (4.164):
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(v-V)v= [0, 0, O] ;

rotBxB=| By—-

Vp = o,o,a—p};

ov,,
rot(vxB)=| By—, B, et 0.
z

Vidime,ze rozpisy jednotlivych veli€in se li§i ve sméru osy z a v roviné (x,y). Nase vychozi
rovnice daji:

Smér || (2)

o B} +B; | 0B,

oz 2u ot

Z prvni rovnice plyne nezavislost celkového tlaku na soufadnici z, slozku B, = B, miZeme
do pravé strany prvni rovnice klidné pfidat, protoZze B nezavisi na z. Podle druhé rovnice
B nezavisi ani na ¢ a jde o skute¢nou konstantu v ¢ase i v prostoru. Pro celkovy tlak plati

2
M=p+5 —11(r).
2u

Smér L (x,p)
ov_ 1, 0B,
o pp 0z (4.166)
OB ov '
—=By—.
ot oz

V kolmém sméru je soustava rovnic linedrni, aniz bychom byli nuceni linearizaci provadeét.
Ob¢ rovnice jsou navic trividlné splnény i ve sméru osy z, protoze zde jsou veliCiny
konstantni. Lze je tedy chapat jako vychozi soustavu rovnic pro vinéni v obou smérech.
Jednoduchym vylouc¢enim proménnych ziskdvame pro rychlostni i magnetické pole vlnové
rovnice (staci prvni rovnici derivovat podle ¢asu a za 0B/0¢ dosadit z druhé rovnice nebo

naopak derivovat podle ¢asu druhou rovnici a dosadit za 0v/0t z rovnice prvni. Vysledek je

2 g 5 (4.167)
<2 2 A2 BZO; Uy = 0 .
0z" vy ot NUp

Jde o vInovou rovnici s charakteristickou rychlosti rovnou Alfvénové rychlosti. Nelinedrni
MHD soustava rovnic pro ptipad idealné¢ vodivé nestlacitelné kapaliny bez tfeni poskytuje
feSeni ve tvaru obecné viny libovolné amplitudy.
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4.8.4. Solitony

V nékterych situacich poskytuji nelinearni rovnice velmi zajimava feSeni: osamocené viny,
které nepodléhaji disperzi a $iii se beze zmény tvaru prostiedim. Takovou vlnu nazyvame
soliton. Z matematického hlediska jsou solitony v nelinedrnich teoriich stejné¢ diilezité jako
harmonicky oscilator v teoriich linearnich. Experimentalné byl soliton poprvé pozorovan na
uzkém vodnim kanale (Union Canal v Hermistonu, pobliz Edinburghu) skotskym védcem
Johnem Scottem Russelem v roce 1834. Teoreticky odvodili rovnice pro Sifeni vin na m¢elké
vode D. J. Korteweg a G. De Vries (KdV rovnice) v roce 1895.

Jakd je matematickd podstata existence solitond? V linedrnich rovnicich mizeme skladat
vysledné feseni zrovinnych vinoploch. Slozeny vinovy balik vSak témét vzdy podléha
disperzi. Rizné vlnové délky se Sifi rtiznou rychlosti a balik se rozplyva. V nelinearnich
teoriich nékteré nelinedrni Cleny zplsobuji tzv. modularni nestabilitu, pti které je grupova
rychlost zavisla na amplitudé baliku. Casti s mensi amplitudou jsou potladovany a dochazi ke
kolapsu baliku.

V nelineédrnich teoriich mize v nékterych piipadech dojit ke vzajemné kompenzaci obou jevil
— disperze (rozplyvani) a modularni nestability (kolapsu). Vysledkem je soliton, vina stalého
tvaru a velikosti §ifici se prostfedim.

Tri priklady
1. Nejprve zkoumejme disperzni relaci obycejné vinové rovnice
A—ii =0 = w=ck = Vp=0, =cC
2 12 forg T

Uhlova frekvence je linearn¢ zavisla na vinovém vektoru, fazova a grupova rychlost jsou
si rovny a jsou konstantni. VSechny vinové délky se §iii stejnou rychlosti a vinovy balik
nepodléhd disperzi.

2. Nyni uvazujme Kleinovu Gordonovu rovnici, kterd ma navic linearni ¢len (s koeficientem
umérnym kvadratu hmotnosti ¢astice)

vy =cf(k),

2
(A_ia__/ﬂ]qﬁ:o => o=k +ut = vg=clf(k);
C
Flk)=+ 1+ (ulk)* .

Fazova 1 grupova rychlost je zdvisla na vlnovém vektoru a tedy na vlnové délce
(k=2n7/A4) a vlna podléha disperzi. Vlnovy balik se postupné rozplyva. Jsou-li jeho
ov 21
g

ov
linedrni rozméry /, méni se podle vztahu Al = gAt ~ Avg At = —E AkAtx—E T2 At
ot ok ok 1

3. Dopliime nyni naopak k vlnové rovnici nelinedrni ¢len
1 6% 3
A-——|d+y¢°=0.
( ¢* or }

Rovnice je nelinearni a jejim feSenim jiz neni rovinnd vlna, ani nelze feSeni z rovinnych
vin skladat. Z numerického fesSeni je znamo, Ze rovnice podléhd modulacni nestabilite,
¢asti vlnového baliku kolabuji v zavislosti na amplitud¢ (amplituda = modul, odtud
modulacni).
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Tvar FeSeni pro vySe uvedené pfiklady 1, 2 a 3.

Prévé nelinearity mohou vyrovnat disperzi a rovnice, ktera obsahuje oba Cleny
1 9 > 3
A-—— |p—1’p+y¢>= 0, (4.168)
c? or?

poskytuje solitonova feSeni. Pfidané dva cleny jsou silové ¢leny odpovidajici potencidlu
konakové lahve (TF1).

Lagrangetv formalismus

Pro spojité prostredi je tieba pouzivat namisto Lagrangeovy funkce L hustotu Lagrangeovy
funkce ¥, obdobné hustotu energie ¢ a hustotu hybnosti . VSechny veli¢iny jsou namisto

funkci &asu ¢ funkcemi udalosti (7, x). Casové derivace hledaného pole ¢(z,x) oznagime

o¢ _04. ¢_8¢. ¢=%
y z

¢t:5> ¢x_ax> :59 —az-
Pole ¢ miliZe mit vyznam teploty, hustoty nebo jiné fyzikalni veliiny.V nasledujici tabulce

jsou porovnany zékladni vztahy pro zobecnéné souradnice a pro spojité promeénné (pole):

hledana

hledan q(0) #(1.%)

Lagrangeova _ . P = Pt

funkce L=L(tq,9) Vt.0,01,9x:9y:8:)

Integral _ (3

o S=|[Lat S=[7dxat

Lagrangeovy i@_L_@_L -0 gaL _,_i oL _,_i oL +i oL _6_L =
rovnice dt 0g 0oq B ot 0¢, 0Ox0¢, Oyop, 0z0¢, O¢
Energie E:a—Lc}—L {=%¢t -9

systému oq 09,

Hybnost D= oL P = &

sytému oq o9,

V dalsim ptehledu naleznete ¥, ¢ a odpovidajici rovnice pro vinovou rovnici, K-G rovnici
a K-G rovnici s nelinearnim ¢lenem (v 1D proménnych ¢, x):

2 2
g»zL(%j _1(%] L P17
202\ ot 2| ox

ox®  ¢? ot?
1 (e 1(ogY
¢ =—| 2| L.
202 | ot 2\ ox

Kleinova-Gordonova rovnice:

Vinova rovnice:
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2 2 2,2 2 2
p L(@j _1[@]_ﬂ¢ R e YR

B 202\ ot 2\ Ox 2 ox> % or?
2 2 5.2
e _L[op) 1[oh)  no~
202\ ot 2| ox 2

. . . ’ ’ v 3
Kleinova-Gordonova rovnice s nelinedrnim clenem ¢’ :

2 2
v L(%J _l(%] S T A T Wi S TR

“o2\ar) 2lex) T 2 s ox’ & or
2 2 4 2,2
& = L % +l % —7/¢—+ﬂ ¢ .
202\ ot 2\ ox 4 2

Ve vsech tfech pfipadech ma hustota energie tvar souctu clenu s derivacemi (obdoba
kinetické energie) a Clenli bez derivaci (obdoba potencidlni energie). V poslednim ptipadé
hraje ulohu potencidlni energie potencial konakové lahve.

Definice solitonové viny a solitonu

U K-G rovnice s nelinearnim &lenem ¢’ je znamo feSeni ve tvaru $ificiho se schodu. Nejde
o soliton v pravém slova smyslu, feSeni neni lokalizované, tj. dosti daleko od viny neni pole
nulové. Priibéh hustoty energie ale jiz lokalizovany je. Hustota energie je soustfedéna
v oblasti schodu a pfesouva se jako balik prostorem. Tomuto typu feSeni se fika solitonova
vina.

Reseni, které je lokalizované v prostoru, pohybuje se n¢jakou rychlosti, neméni sviij tvar a pfi
srazce s jinymi obdobnymi feSenimi dojde maximalné¢ ke zméné faze se nazyva soliton.
Hustota energie je v prostoru lokalizovana automaticky.

Solitonova vina

¢ ¢
Soliton
¢ é

—> _»

Definice: Soliton je lokalizované tfeSeni parcialni diferencidlni rovnice, které se pohybuje
né&jakou rychlosti a neméni sviyj tvar. Je-li pred sraZzkou N solitont hustota energie

N
E(1,x) =D E(x—x¢; —ct),
i=1
potom po srdzce se neméni pocet solitonil ani jejich tvar. Zménit se muize jedin¢ faze
jednotlivych baliki, tj. po srazce musi platit:

N
E(1,x) =D Eg(X—Xo; —ct+6;).
i=1
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Hledani solitonovych Feseni

Pti hledani solitonového feseni miizeme vyuzit faktu, Ze soliton pii pohybu neméni sviij tvar.
V soutadnicové soustavé spojené se solitonem jde tedy o stacionarni (v Case neproménné)
feSeni. Sledujeme-li navic pohyb jen vjedné prostorové dimenzi, piejde parcidlni
diferencialni rovnice na obycejnou diferencidlni rovnici, ktera muize byt v nékterych
ptipadech fesitelna. Po nalezeni feSeni soustavé pohybujici se spolu se solitonem musime
feSeni pretransformovat do soufadnicové soustavy, ve které se soliton pohybuje.

4.8.5. Néktera solitonova freseni

V této kapitole si ukdZeme typickd solitonova feSeni, na které vede fada fyzikéalnich
problémi. Pfi Upravach parcidlnich diferencialnich rovnic v mnoha pfipadech dojdeme
kjedné ze ctyt typickych rovnic: sin-Gordonové rovnici, KdV, NLS nebo Burgersové
rovnicl.

sin-Gordonova rovnice (sine-Gordon equation)

Jako velmi Casta rovnice pro problémy s periodicky se ménicim potencialem vychazi vinova
rovnice se sinem na prave strang:

99 2% _ lsing (4.169)

Podobnou problematiku jsme feSili v kapitole 1.5.2., kde jsme zkoumali pohyb castice
v periodickém potencialu, sila byla dana pravé sinem polohy ¢éstice.

Provedeme-li rozvoj pravé strany do prvniho fadu (sin¢g ~ ¢), dostaneme piesn¢ Klein-
Gordonovu rovnici. Proto je koeficient na pravé strané ozna¢en u”. Provedeme-li rozvoj do

trettho fadu (sing ~ ¢—¢3/3!), dostaneme KG rovnici s nelinedrnim ¢lenem ¢3, ktera
odpovida potencialu konakové lahve. Budeme hledat feSeni celé rovnice.

Najdéme fteSeni nejprve v soufadnicové soustavé spojené s pohybujicim se solitonem ¢i
solitonovou vlnou. Vzhledem k tomu, Ze soliton neméni tvar a pohybuje se konstantni
rychlosti, bude feSeni staciondrni a staci fesit rovnici

Z 2 = 4Psing = p(x)=4 arctan[ei”x} )

Je velmi péknym logickym cvi¢enim dokazat, Zze uvedend funkce je feSenim rovnice.
Miizeme bud’ ptimo dvakrat derivovat uvedené feseni nebo derivovat z n¢ho plynouci vztah
tg(¢/4) = exp(xux), vypocist prvni derivaci a tu opét derivovat. Vzniklé prvni derivace
a exponencialy vyloucime z piedchozich vztaht.

Nyni nalezené feSeni pfetransformujeme do laboratorni souradnicové soustavy, ve které se
soliton pohybuje rychlosti u.

b (b0 =4actg[exp[tur(x-x-u]] ;. yE———.  (@I170)
1-u“/c

Vztahy (4.170) jsou feSenim rovnice (4.169) a jde o je solitonové viny. Pro uplnost uved’'me
vztah pro hustotu Lagrangeovy funkce a pro hustotu energie
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2
Y’—L% _1fo¢ +cosg,
202 ot 2| ox
5 ) (4.171)
ézi %9 +l o9 —cos¢
202 ot 2{ ox
Pro nalezené feseni je hustota energie
2.2 2,2 2
E(t,x)=8uy"(1+u”/c )exp[i,u}/(x—xo—ut)]/{1+exp[i,u7/(x—xo—ut)]} - 4172)

— cos {4 arctg[exp[+uy(x —xo — ut)]]} .

Obé schodovita feseni ¢ i prubeh hustoty energie ¢ je na nasledujicim obrazku:

Jaké konkrétni fyzikalni teorie vedou na sin-Gordonovu rovnici?

Dislokace v krystalech: Predstavme si krystal slozeny ze dvou fetézct atomt, jeden je pevné
dan (na obrazku dolni) a druhy (na obrdzku horni) je pohyblivy v periodickém poli prvniho
fetézce s potencidlem V' (x)= A[l—cos(27x/a)], a je miizkovéa konstanta. Problém vede na
sin-Gordonovu rovnici pro odchylku od rovnovazné polohy

—e L L L L @ L @ ® L *—

-

Reseni (4.170) odpovida dislokaci v krystalu pohybujici se podél krystalu. ReSeni se
postupné méni z nulové odchylky od rovnovazné polohy na odchylku o jednu miizkovou
konstantu a. Energie dislokace je lokalizovana v oblasti zmény. Jde o klasicky piiklad
solitonové viny.

Josephsoniiv jev (prachod proudu vrstvou oddélujici dva supravodi¢e) vede také na
sin-Gordonovu rovnici. Priichod solitonové viny nesupravodivou vrstvou znamend pruchod
kvanta magnetického toku ¢ z jedné strany supravodice spojem na druhou stranu.

Sireni laserového pulsu dvouhladinovym prostiedim (napiiklad prostfedim s atomy, které
maji dvé energetické hladiny) vede opét na sin-Gordonovu rovnici a feSeni ve tvaru
solitonové viny ma vyznam zesilovace pulsu (¢:, stimulovand emise pfi inverznim obsazeni

hladin) nebo zeslabovace pulsu (¢_, rezonancni absorpce).

Kortewegova de Vriesova rovnice (KdV)

Korteweg de Vriesova rovnice je prvni objevenou rovnici u které bylo nalezeno solitonové
feSeni. D.J. Korteweg a G. De Vries rovnici odvodili pfi hydrodynamickém popisu vin na
mélké vodé:
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o op  0¢
20 ¢ an% = 0. (4.173)

Rovnice obsahuje linedrni ¢len se tieti prostorovou derivaci, ktery je zodpovédny za disperzi
a nelinearni ¢len, ktery pomoci modulacni nestability kompenzuje vliv disperze. Jedno ze
znamych feSeni ma tvar solitonu pohybujiciho se rychlosti u:
3u | o Nu
#(t,x)="—ch™ {i(x—xo —ut)} (4.174)
a a

Reseni je lokalizované jak v proménné ¢ tak v hustot& energie ¢ a jde o klasicky soliton.

N\

Jaké konkrétni fyzikalni teorie vedou na KdV rovnici?

Viny na mélkeé vode. Pro viny na mélké vodée byla KdV rovnice piivodné odvozena a stala se

prvni teorii k pozorovani solitonu na plavebnim kanalu pobliZ Edingburghu (J. S. Russel,
1834).

Langmuiriiv soliton: MHD rovnice lze pfepsat za urCitych predpokladi na KdV rovnici pro
hustotu energie elektrického pole. Jde o plazmové oscilace na plazmové frekvenci elektront,
které se lokalizuji v oblasti izolované od okoli. Vznika tak hustotni dutina zaplnéna
vysokofrekvencnim polem, ve které je koncentrace plazmatu snizena podle vztahu

Sn_ gE*2
n  2nkT

Proto se nékdy fikd Langmuirovu solitonu well (dutina, studna). Samo elektrické pole
(obalka) spliuje vztah

E(x)~Egch ' (kox);  w(x)=gE*/2~ Ef ch™ (kyx)

Soliton muze oscilovat a generovat nizkofrekvencni iontové akustické viny. Naopak,
Langmuiriv soliton muze na dlouhych vinovych délkach nasavat energii z iontové
akustickych vin pomoci tzv. parametrické nestability. Na kratkych vinovych délkach energii
ztraci Landauovym utlumem. Miize tak dojit ke stacionarnimu toku energie v k prostoru.
Soliton komunikujici energeticky s okolim se nazyva disipativni soliton. Langmuirovy
solitony zpravidla vznikaji pti rozpadu Langmuirovych (plazmovych) oscilaci.

Sacharovovy-Kuznétzovy rovnice (Zakharov Kuznets equations, ZK)

Nekteré fyzikalni problémy, zejména v kvantové teorii, chemii a fyzice plazmatu vedou na
dvojici rovnic (v bezrozmérném tvaru)

2
; x2 L (4.175)
Py _ Py _ PP
ox> ot ox?

Konkrétné popis nestabilit v elektronovém svazku ¢i popis Langmuirovych vin v plazmatu
vede pravé na tuto soustavu. Veli¢ina ¢ odpovida elektrickému poli a veli¢ina i odchylce
koncentrace iontli od rovnovazné polohy. Elektrické pole spliiuje Schrodingerovu rovnici
s nelinearnim zdrojovym c¢lenem danym perturbaci koncentrace iontii. Ta naopak spliuje
vlnovou rovnici s ponderomotorickym zdrojovym ¢lenem (druhou derivaci kvadratu
elektrického pole) na pravé strané. Soustava ma znamé solitonové feSeni (Davydoviiv soliton)
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2
o(t,x) = \/2(1—u2)a) sech[\/;(x—ut)]exp i%—i(%j t+iot+io |;

w(t,x)= — 2wsech? [«/Z(x—ut)] .

Parametry feSeni jsou rychlost pohybu solitonu u, fazovy posun 6 a Skalovaci parametr w.
Sacharovovy-Kuznécovy rovnice lze za jistych predpokladii zjednodusit bud’ na NLS rovnici
(dale) nebo na KdV rovnici, kdy Davydovuyv soliton ptfechazi v Langmuieriiv soliton.

(4.176)

NLS (Non Linear Schrodinger equation)

Rada problémi zkvantové teorie, ale i zjinych fyzikalnich obori (fyzika plazmatu,
Langmuirovy oscilace, nelinedrni optika) vede na nelinearni Schrodingerovu rovnici

op ¢ ¢ 2
ZE+&C—2+O'CI$+ZU”¢|¢| =0 (4177)

Koeficient o, urcuje typ disperze NLS, podle hodnoty délime NLS na tii ptipady:
o o4="l1: eliptickd NLS,
o o04=—1: hyperbolicka NLS,
o 04=0:(1+1)D NLS.

Posledni clen reprezentuje nelinearitu, v uvedeném piipadé¢ kubickou, muze byt vSak

vvvvvv

o o, =+1: fokusujici,
o 0, =-1: defokusujici.

Uved’'me feSeni pro fokusujici (1+1)D NLS, kdy vznik4 Davydoviv soliton tvaru
2
#(t,x) = \/Esech[x/g(x—ut —xo)]exp i% — 1(%) t+iwt+io |,

ktery je shodny s feSenim ZK rovnic, které 1ze na (1+1)D NLS pievést.

Burgersova rovnice

Dalsi ze znamych rovnic poskytujicich solitonové feseni je rovnice

op 8.0\ ¢

Tvarové jde o Navierovu-Stokesovu rovnici v/dt + vdv/ox = 6*v/ox*.

Poznamka: Klasické solitonové fedeni se v mnoha pfipadech po urcité dobé pretvafi na solitonovy
balik (train) — postupujici balik vin, ktery neméni svij tvar. Blizké solitonim jsou také pulsujici feSeni
(breath), kde osamocena vina méni sice tvar, ale pravidelné se vraci do tvaru puvodniho, jakoby
dycha.

4.8.6. Landauuv utlum

V kapitole 4.3.3. jsme se zabyvali plazmovymi vlnami, které jsou zpsobeny rychlou reakci
elektrond na plazmové frekvenci. Viny a oscilace byly tvofeny elektrickym polem a k jejich
vzniku nebylo tfeba zadné klidové magnetické pole. Disperzni relace, kterou jsme ziskali
z tekutinového modelu byla reélna a viny nevykazovaly zZadny Gtlum.

Ve skuteCnosti 1 v linearni teorii dochézi k itlumu vin, ktery souvisi se statistickym chovanim
¢astic. Tento Utlum se nazyvd Landauiiv utlum a neni mozné ho odvodit z tekutinového
modelu, kdy je Boltzmannova rovnice vystfedovana pifes momenty rychlosti a ¢ast informace
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se ztraci. K odvozeni musi byt pouzita Boltzmannova rovnice pro rozdélovaci funkci
elektront. Samotny Utlum se projevuje i bez pfitomnosti srazek a proto Ize vyuzit Vlasovovu
rovnici (bez srazkového ¢lenu).

Odvozeni je mozné vést v plné obecnosti 1 s pfitomnosti magnetického pole, neni to vSak
nutné. Predpokladejme, ze plazmova vina vznikd v ose x a pohyb elektronti je kontrolovan
jen elektrickym polem v této ose. Potom staci feSit rovnici pro rozdélovaci funkci elektronti
a rovnici pro elektrické pole:

9f [ O _egdf _

+v

ot 15). m Ov

divE = - &, (4.179)
€9

n(t,x) = jf(t,x,v)d3v.

Poznamenejme, ze rychlost v zde nema vyznam vystfedované rychlosti proudéni, ale vyznam
fazové proménné, 1= f(t, x, v). Rychlost proudéni by byla dana vztahem

J.Vfd3V J.Vfd3V
u=<v>= = :
[rd*v n(t,x)

Jako prvni krok provedeme linearizaci vychozich rovnic (4.179) pomoci perturbaci
f=fo+6f; E=6E; n=ny+dn. (4.180)

Nulové feseni budeme ptredpokladat klidové homogenni (nezavislé na ¢, x), rozdélovaci
funkci fy za Gaussovu. Vysledek linearizace je v prvnim fadu

05f  , 05f e 0o

+ OE-— =0,
ot 19). m ov
divoE = - <" (4.181)
€9

on(t,x) = [of(t,x,v)d’v.

Predpokladejme nyni existenci perturbaci ve tvaru viny ve sméru osy x (Aei(kx_wt)). Cely
problém budeme zjednodusené fesit jen v jedné dimenzi (na zavér se zminime o vlivu plného
3D feSeni na vysledek):

d
—ioSf + ivkSf - iaEx-ﬁ =0,
m dv,
. eon
iksE, = - <" (4.182)
€0

Sn(t,x) = j&f(z,x,ux)dux.

Do posledni rovnice dosadime za dn z druhé rovnice a za 0f z prvni rovnice. Vysledkem je

disperzni relace (ptes zbylé slozky rychlosti 1ze integrovat):
2 *d fyldv

k= — e J‘ f 0 X d

meg T 0—kv,

(4.183)

Hlavnim problémem je pol prvniho fadu v hodnoté v, = w/k . Integraéni cestu nelze uzavrit
v horni ani dolni komplexni poloroving, protoze integrand v nekonecnu na imaginarni ose
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nekonverguje k nule (jde o Boltzmannovo rozdé€leni exp[—a vz]). Z komplexni analyzy je
znamo, ze spravna integracni cesta ma tvar podle obrazku:

Imuv,

wlk

i \ﬁ—Re v,

Pro tuto cestu je integral z komplexni funkce F roven

+00 +00
[ Fyde = =1, +1, = V.P.[ | F(x)de + 7i-Residuum(F)

—00 —00

Prvni Cast je tzv. hlavni Cauchyova hodnota (V.P.) a pocité se tak, jako by funkce byla realna
a pol neexistoval, tedy integrace v limit¢, kdy obé meze rostou k nekone¢nu. V naSem piipade
nejprve provedeme integraci per partes:

0 d foldv p. part. R dy = fo dv
IIEV.P.J- fo g | T { fo } _kJ- fo xzz_izj. fo .
Lo, T T

w

Vysledny integral neni analyticky feSitelny, proto pti vypocétu vyuzijeme rozvoj integrované
funkce do druhého tadu (dalsi Cleny mizeme zanedbat pro fazové rychlosti w/k velké ve
srovnani s tepelnou rychlosti ¢astic v, nebo pro dostateéné vysoké frekvence):

S
—§n0{1+2(£j<vx>+3(§f (v7) + } _

_kﬂ|:1 k2 kBJ:"' + :l

Q

1y

w* w® m,

Integraly tohoto typu z Boltzmannova rozd€leni byly feSeny ve statistické fyzice. Nyni je
tfteba najit druhou cCast, kterd je mi nasobkem rezidua integrované funkce v singularité.
Derivaci Boltzmannova rozdéleni podle rychlosti provedeme také snadno:

dfO/dvxj i (dfo/dvx j dfO
= -Res| —— | =

Tk v, —olk

.7zm

ok kgl k
k

ka’v

I, = m‘-Res(

w—kv, k

V poslednim vyrazu jsme provedli derivaci Boltzmannova rozdéleni. Nyni obé vypoctené
¢asti integralu dosadime do disperzni relace (4.183):

2 2 kn 2
k= - -° [11+12} - __° {_20[1 k™ kg, ...]H e ® fo(a)/k)} :
my&, megy|l w* m, Ble

Po trividlni Gpravé ziskame disperzni rovnici ve tvaru

2 2

(4]
O = @l + 3L 4 o R z = Jo(@lh). (4.184)
(4] nov

kde jsme oznacili
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2
2 npe 2 kBTe
Wpe > t=

mego m

e

Prvni ¢len disperzni relace piedstavuje nam jiz zndmé plazmové oscilace. Druhy ¢len je
zpUsoben tepelnymi procesy a je-li maly oproti prvnimu, 1ze v ném psat o ~ w,. a piejde ve
znamy druhy clen disperzni relace plazmovych vin. Posledni ¢len je zcela novy
a reprezentuje Landautv atlum, zpravidla je oproti obéma prvnim ¢lenim velmi maly.

Toho mizeme vyuzit pfi odmocnéni vyrazu (4.184):

z=a+ib; bxa; =

z=Adexplip];  A=~a’>+b* ~a; (o:arctg(b/a)zé =
a
b

b b\ .. (D .
= — = ~ A/ — |+ — |~Ja +
z anp|:la:| \/_ aCOS(zaj 1 asm(zaj a 12\/2

Vysledna frekvence bude (imaginarni ¢ast odpovidajici b ve vyrazu (4.184) je zapornd)

3 2 2
T O 0]
L fol@lk); @ = wa,e +3 w’fv?k2+~-~. (4.185)

0~ o) — i
27’lovt2 (()Ok

Kdybychom problém fesili ve tfech dimenzich, zlstaly by vSude integrace pres cely
rychlostni prostor. Integraci Ize provést ve valcovych soutadnicich

vV=ue, +wsinge, +wcosge,; u € (—00,+0) ; we<0,0); pe<0,2r).

Vysledek se bude lisit u Landauova atlumu koeficientem 2.

Fyzikalni interpretace Landauova utlumu

Ze vztahu (4.185) je zfejmé, Ze imaginarni Cast frekvence je zaporna a jedna se skute¢né
o utlum. Odvozeni utlumu Landauem v bezesrdzkovém plazmatu za pomoci integrace funkce
komplexni proménné bylo velkym piekvapenim. Pozdéji byl Gtlum nalezen experimentalné.
Plazmova vina je tlumena, aniz by dochézelo ke srazkam ¢astic. Podobné jako surfaf surfuje
na vodni hladin€, mizeme si zjednoduSené ptedstavit elektrony surfujici na plazmové viné
elektrického pole. Elektrony s ptili§ malou rychlosti se na viné pohupuji a nevyméiiuji s ni
energii. Podobné elektrony s pfili§ velkou rychlosti nevyménuji s vinou energii. Jen elektrony
s rychlosti blizkou fazové rychlosti plazmové viny (oblast pélu pfi integraci) intenzivné
s vlnou vyménuji energii. Podobné jako surfaf jsou elektrony neseny vinou. Pokud jejich
rychlost byla nepatrné niz8i nez fazova, ziskavaji energii na tkor viny. Pokud je jejich
rychlost vyssi nez fazova, jsou brzdéné, svou energii ztraci, a predavaji ji ving.

ro % U %

Podle Boltzmannova rozdé¢leni je statisticky vice elektronii s nizsi rychlosti nez elektronii
s vyssi rychlosti. Tim pfevlada proces tlumeni viny, séni energie z ni. To je piiblizna podstata
Landauova utlumu. Boltzmannovo rozdéleni je deformovano, vznika perturbace zplsobujici
sekundarni pik (pravé ten jsme pocitali jako Of). Na rozd€leni rychlosti se objevuji dvé
maxima, coz ve vysledku vede k dvojsvazkové (Bunemannové nestabilité). Pro velmi nizké
fazové rychlosti plazmové viny je mozny 1 Landautv utlum zplisobeny ionty.
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4.9. STRUKTURA MAGNETICKYCH POLi

4.9.1. Helikalni struktury

V plazmovych vldknech se casto pozoruji typické spirdlovité utvary. Nachdzeji se
v laboratornim i kosmickém plazmatu, v pin¢ich i v kometarnich ohonech. V matematice se
pro podobné strukturovana pole zavadi pojem helicity.

Helicita a Beltramova podminka
Hustota helicity vektorového pole V se definuje jako

H(t,x)=V-rotV , (4.186)
helicitou potom rozumime integral

K(t)=[H(tx)dV . (4.187)
V

Helicita je skalarni veliCina charakterizujici helikalnost (spiralovitost) silokfivek pole. Je
nulové pro vSechna pole spliiujici podminku nevifivosti (rot V =0) a také pro vSechny viry
s kruhovymi proudnicemi. Pole s helikalni strukturou maji helicitu tmérnou cos 8 (f - tihel
stoupani spiraly). Pro plazmova vlakna popisovana v rdimci MHD teorie mtize byt dulezita
hustota helicity vektorového potencialu A, magnetického pole B, proudové hustoty j,
elektrického pole E a proudového pole v:

H,=A-totA =A-B,
Hp=B-rotB=y4j-B,

. . 1 .
H;=j-rotj=——j-AB, (4.188)
Ho

Hpg :E-rotE:—E-a—B,
ot
H,=v-rotv.
Zabyvejme se nyni poli, kterd spliiuji Beltramovu podminku (tzv. Beltramova pole)
VxrotV=0, neboli rotV=aV. (4.189)

Koeficient imérnosti mezi rotaci pole a polem samym se mize ménit v ¢ase i v prostoru.
Beltramovo pole je vzdy helikalni, protoze plati

H=V-rotV = aV-V = aV?. (4.190)

Koeficient imérnosti  je helicita pole délena kvadratem jeho velikosti. Je-1i navic koeficient
a konstantni a pole je nezfidlové (div V = 0), potom pole splituje Helmholtzovu rovnici

AV + @’V = 0. (4.191)
To je vidét po aplikaci rotace na rovnici (4.189). Vektor V je vtomto piipadé vlastnim
vektorem Laplaceova operatoru v odpovidajici geometrii.

Typickym piikladem Beltramovych poli jsou tzv. ABC toky:
V = (4sinz+ Ccosy, Bsinx+ Acosz, Csiny + Bcosx). (4.192)
Pro pole tohoto typu platirot V=V a A V=—V.V ABC tocich existuji chaotické oblasti.

Ve fyzice plazmatu se Casto uvazuji bezsilové konfigurace, ve kterych mifi proudova hustota
ve sméru magnetického pole j || B (tzv. Birkelandovy proudy). V tomto ptipad¢ je hustota

cvwr
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k této konfiguraci vzdy postupné blizi. Magnetické pole v bezsilové konfiguraci spliuje
Beltramovu podminku. Snadno to ukdzeme z Ampérova zakona:

j=rotB/uy, A jlIB, = BxrotB=0, resp. rotB=aB. (4.193)

Magnetické pole v bezsilové konfiguraci je proto vzdy helikalni.

Zachovani magnetické helicity

Podminky zachovani magnetické helicity feSil Michal Stransky ve své diplomové praci
a nasledujici text je upravenym vynatkem z prehledové ¢ésti této prace. Integralni helicita pro
vektorovy potencial magnetického pole je definovana jako

K:IA-rotAdV:jA-BdV (4.194)
Uplna ¢asova derivace vede na vyraz
ak j[_ B+A- —tjdmj (A-B)(n-v)ds. (4.195)
V klasické magnetohydrodynamice splituje magnetické pole rovnici
%l? = 1, AB + rot (vxB); My Ei@ . (4.196)

Prvni Clen je diftze, druhy ¢len zamrzani magnetickych silokiivek. V idedlnim plazmatu je
vodivost vysoka a diftzni (disipativni) ¢len je zanedbatelny. Magnetické silokiivky jsou
vmrzlé do plazmové tekutiny. Rovnice pro vyvoj magnetického pole mé jednoduchy tvar

a—B:ro‘[ (vxB) . (4.197)
ot
V tomto piipadé¢ je druh}'/ ¢len v (4.195) roven

jA —dV = —jdiv[Ax(va)]dV + I(va)-rotAdV _

~[div[ Ax(vxB)]aV +[(vxB)-BaV = - [div[ Ax(vxB)]dV =

_}[diV[AX(VXB)] = —![(A-B)(V-H)—(A'V)(B'n)] ds .

Ma-li uvazovany systém uzaviené magnetické silokfivky (aby to byla pravda, musi byt
systém dostatecné rozlehly), je normalova slozka B-n magnetického pole na povrchu nulové a
tim je nulovy i posledni ¢len vyrazu. Zbyly nenulovy ¢len vynuluje posledni ¢len v rovnici
(4.195) a proto plati

dK

= j— BdV . (4.198)

Casovou derivaci vektorového potencialu ur¢ime z rovnice pro elektrické pole
O0A

E=-Vp—— 4.199
¢ P (4.199)
a nasledn¢ dosadime do rovnice (4.198):
”;—If:—j(E-B+V¢-B)dV:—jdiv(¢B)dV=—j¢(B-n)dS=o. (4.200)
4 vV N

Integralni helicita se zachovava za téchto podminek:
1. Zanedbatelna difize magnetického pole (vysoka vodivost, nulovy odpor)
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2. Nulova normdlové slozka magnetického pole na povrchu systému (uzaviené
magnetické silokiivky).

Disipace magnetické helicity

Ma-li systém uzaviené magnetické silokiivky (nulovou normaélovou slozku magnetického
pole na povrchu), jsou jedinou cestou jak zménit helicitu pole disipativni procesy.
Odhadnéme nyni ulohu difuzniho ¢lenu v rovnici (4.196). Provedeme-li krok za krokem
odvozeni uvedené vyse s nezanedbanym difiznim ¢lenem, dostaneme jednoduchy vztah

E o Lijsar (4.201)
dt o
Energie magnetického pole je ddna vztahem
W, - [B2ar . (4.202)
ZIUO %4
Casova derivace je
Wy _ 1 j j2av (4.203)
dt o

K dal$imu vypoétu vyuzijeme Schwartzovu nerovnost (viz TF2) na prostoru L*:

i <liis] = |fisar] < [[Rar [JEar.

Okamzité tak ziskame odhad

1/2
2
dKk| [ ZHo W, Wy || (4.204)
dt o dt
Pro rekonek¢ni jevy se zavadi typickd vzdalenost
L = u , (4.205)

ktera je pro systémy s dobie rozvinutou helikalni strukturou zhruba rovna rozmérim systému.
Charakteristicky ¢as difize ur¢ime z rozmérové analyzy rovnice difuze:

oflot=ny Nf = flrg=nyfIL* = 1,=01*/n,=[0ou,. (4206)

Za predpokladu rekonekénich ¢i diftznich procesii v kone¢né izolované oblasti a v konecném
¢asovém intervalu A¢, ziskame po integraci vztahu (4.204) nerovnost

AK At 12
‘—‘ < (—j . (4.207)
K Td

Pro rychlé¢ d&e (Ar<7;) bude zména helicity AK zanedbatelnd. Naptiklad slunecni

koronalni erupce s dobou rekonekce Az~ 1000s, linedrnimi rozméry L~ 1000km a
koeficientem difuze 7, ~ 107 km?s™! daji charakteristicky cas difuze 7, ~ 102 s a relativni

zménu helicity AK /K <3x107.

4.9.2. Magneticka rekonexe

Pojem rekonexe vyjadiuje zménu struktury magnetického pole, doslova moznost rozpojovani
a spojovani magnetickych silokfivek, tedy jejich vzdjemnou interakci. V ptirodé pozorujeme
mnoho jevi, které jsou zplisobeny dynamickym chovanim magnetického pole. Jde naptiklad
o slune¢ni protuberance, chvost magnetického pole Zemé, erupce v akre¢nich discich,
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interakce mezihvézdné hmoty, atd. Tyto dynamické jevy casto souvisi s pozorovanou
proménnosti energie detekovaného zareni.

Magneticka rekonexe patii mezi zdkladni jevy v magnetizovaném plazmatu. Abychom ji
popsali, musime zobecnit idealni magnetohydrodynamiku (IMHD). V IMHD je magnetické
pole ,,zamrznuté“ do plazmatu coz znamend, ze magnetické pole sleduje pohyb plazmatu
a rezistivni procesy jsou zanedbany. V IMHD lze ukézat, ze:

1. Dv€ castice vplazmatu lezici na stejné magnetické silokfivce budou stale této
silokfivce nalezet.

2. Magneticky tok libovolnou uzavienou kiivkou je konstantni.

3. Magneticka helicita se zachovava, topologie magnetického pole je neménna.

Tyto vlastnosti IMHD mohou zptsobit néasledujici obtize:

e Magneticka pole vznikla na riznych mistech spolu nemohou interagovat a misit se.

e Energie magnetického pole nahromadénd pohybem plazmatu se nemiize uvolnit
a magnetické pole se nemize vratit do stavu s niz$i energii.

e Magnetickd pole rostou nade vSechny meze.

e Neexistuje inverzni proces k procesu magnetického dynama (pfeména kinetické
energie na energii magnetického pole).

Pokud vsak pii popisu plazmatu ustoupime z pozadavku IMHD a budeme popisovat plazma
s nenulovym odporem (RMHD — rezistivni magnetohydrodynamika), vlastnosti magnetického
pole se diametraln¢ zméni. Magneticka rekonexe se objevuje tam, kde jsou vysoké proudové
hustoty, které nemohou byt zanedbany v Ohmové zakonu.

Vyjdeme ze zékladni soustavy rezistivni magnetohydrodynamiky (RMHD):

op
FLy. =0
5 (pv) =0,

p@+p(v-V)v = —Vp+jxB,

ot

0 .
pa—?+p(v-V)Q = nj’,
E+vxB = 7j, (4.208)
VxE = _8_B’

ot

VxB = uj,
VB =0,

kde uvedené symboly maji standardni vyznam, 7 je rezistivita plazmatu a Q je specifické
teplo. Z téchto rovnic vyplyva zdkon zachovani mechanické a elektromagnetické energie:

o[ pv? pv* .
— |t |+V || F—+e+ = j-E, 4.209
8t{ 2 e] K 2 erp v ! ( )

2
OBy [EBl_ g, (4.210)
ot\ 2u Y7,

kde e znaci hustotu vnitini energie.

2-dimenzionalni rekonexe

M¢éjme dvé domény plazmatu s opacné orientovanym magnetickym polem.
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A A A

Pokud se plazma nepohybuje a zanedbame-li rezistivitu, je tato situace stabilni. Pokud
pfipustime nenulovou rezistivitu plazmatu, bude mit Ohmtiv zakon tvar

E = nj= B (4.211)
U
ktery 1ze formalné ptepsat na rovnici
E+v,;xB =0, (4.212)

ve které lze rychlost v, interpretovat jako rychlost difize magnetickych silokiivek. Z obou
vztahll vylouc¢ime pole E a ur¢ime difuizni rychlost (vektorové vyndsobime B):

jxB n (V X B) xB
= 77 2 = — 2 .
B yz B
coz plati pro vSechny konfigurace s j-B = 0 (Sweet 1950). OvSem cas difize magnetického

pole je pfili§ velky na vysvétleni pozorovanych dynamickych jevi. Dovolme tedy plazmatu
mit nenulovou rychlost v ose y smérem ke stiedu, kterd proces urychli.

v, (4.213)

Stacionarni rekonexe
M¢gjme konfiguraci podle nasledujiciho obrazku. Nenulova rychlost plazmatu vytvaii velky
gradient magnetického pole v okoli po¢atku soutadnic a tedy i proudovou vrstvu.

Ty B

S i p
— v Tv
\g diftzni /

Ve sttedu soustavy je difuzni region, kde je proudova hustota plazmatu vysoka, vSude jinde
predpokladame nekonecnou vodivost. V pocatku je magnetické pole nulové — neutralni bod
typu X (nazev je odvozen podle tvaru siloktivek v okoli neutralniho bodu; ve tfech dimenzich
jde o neutralni pfimku). Podle obrazku je

OB
a&>—y = j, <0,
dy  Ox

a zOhmova zdkonu plati £ <O0. Proto j-E = j_E_>0 a tedy podle rov. (4.209) se

magnetickd energie méni na kinetickou. M¢li bychom tedy feSit soustavu MHD rovnic
v jednotlivych regionech za podminky spojitosti feSeni na hranicich mezi regiony. Bohuzel
obecné analytické feSeni neni znamo. Casto se rovnice prevadéji do bezrozmérného tvaru
pomoci:

My = s 2tk P 2D (4.214)
n Pn B

1
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index i = 0,1,2,3 znaci fyzikdlni veli€iny ve vné€jSim idedlnim regionu, na vstupni a vystupni
hranici a na neutralni ¢afe.

M, je Alfvénovo Machovo ¢islo (M|, je koeficient rekonexe, anglicky reconnection rate), S;
je Lundquistovo ¢islo a L je typickd délka v plazmatu. Pokud pouzijeme nckterd
zjednoduSeni jako Alo > 1, B./B, > 1, Py = p = py = konst.,
P> = p; = po = konst., miZzeme soustavu RMHD (4.208) pro stacionarni piipad pievést
na soustavu:

U2 = Uyg1s
M = L
Jsi
M, By} (4.215)
My (?] ’
A 8B,
L S,B

Soustava rovnic neni Uplnd, nezname pomér B,/B;. Ten bud miZeme zjistit z presnéjsi
analyzy nebo ho musime dodatecn¢ zadat. Tak rozliSujeme zédkladni modely:

a) Sweetiiv-Parkeriiv model: Difuzni region je tenky a dlouhy (6 -0, A — L). Vnéjsi
1
75
pro typické hodnoty Lundquistova ¢isla (106 +10" pro astrofyzikalni plazma) da
piilis nizké hodnoty (M, ~107 +107%).

b) Petschekitv model: Tento model predpokladd mensSi diftzni region a tedy vétsi
gradienty scilem dosdhnout rychlej$i rekonexe. Predpokladd A< L, By <B, a

region je homogenni, B; = B,, S} = S,. Koeficient rekonexe je M, = , COZ

. . C g C o, . . T 1
existenci pomalé razové viny. Maximalni koeficient rekonexe je M, = —

8 InR,

aje

zpravidla vétsi nez u Sweetova-Parkerova modelu.

¢) Dalsi modely (Priest a Forbes, Sonnerup, ...): Tito autofi se snazili zobecnit pfedchozi
modely, ukézali silny vliv okrajovych podminek, zahrnuli elektrické proudy
v externim regionu, stlaCitelnost, energetickou rovnovahu, atd. Jejich modely
rekonexe obsahuji pfedchozi dva jako specialni ptipady.

Nestacionarni rekonexe

V piirodé se zda, ze mnoho procesii rekonexe probihé jako siln€ Casové zavisly d¢j. Pokud
v rovnovazné situaci povolime rezistivitu, stane se konfigurace nestabilni a spontanné se
vytvoii lokalni koncentrace proudu. Nestabilnim modam, které vznikaji ptitomnosti nenulové
rezistivity fikdme fearing modes. Ptedpokladejme nulovou rovnovaznou rychlost plazmatu
a magnetické pole podle uvodniho obrazku dané predpisem:

By = By, (¥)ers  Bou(—v) = —Bor(¥). (4.216)

Nyni mizeme provést linedrni perturbacni analyzu v jednotlivych regionech, feSeni poté
navazat a zjistime, ze v konfiguraci se vyvine série magnetickych ostrovii odpovidajicich
neutralnim bodim typu X a O (nazev je opct odvozen podle tvaru silokiivek v okoli
neutrdlniho bodu) podobnych jako ve staciondrnim piipad¢ (Furth, Killeen a Rosenbluth,
1963).
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Jelikoz je ale magnetickd rekonexe nelinearnim jevem, je tfeba situaci numericky simulovat.
Takové simulace odkryji vznik a vyvoj plazmoidi-jetit, oblasti plazmatu urychlenych
pfeménou magnetické energie na kinetickou. Plazmoidy pak mohou systém opustit a tedy
odnést s sebou velkou ¢ast energie nahromadénou v ptivodni rovnovazné konfiguraci. Timto
jevem se vysvétluji erupce na Slunci, v akre¢nich discich, vznik magnetosférickych boufi,
atd.

3-dimenzionalni rekonexe

3-dimenziondlni model rekonexe bychom mohli dostat z pfedchazejici situace pfidanim
konstantniho pole B,. PiestoZze se nam timto jednoduchym zobecnénim podaii udrzet
stacionaritu a nckteré dalsi vlastnosti, narazime na n¢kolik zdsadnich rozdili. Nelze jiz
hovofit o neutrdlnich bodech typu O a X, ani o existenci tzv. separatrix — ar, které rozdéluji
prostor na oblast vtoku a vytoku plazmatu. Tento rozdil bude jesté patrnéjsi v konfiguracich
bez translacni symetrie. Proto je tfeba zavést jinou definici oblasti v niz dochdzi k magnetické
rekonexi.
Uvazujme obecnou rovnici zachovani tvaru magnetickych silokiivek:
oB

6——VX(WXB) = AB, (4.217)

t

kde wje rychlost pfesunu silokfivek. Z rovnice plyne B:-VA=konst., a proto je A4
konstantni podél silokiivek magnetického pole. V ptipadé idedlni plazmatu pohybujiciho se
rychlosti v plati, ze 1 =0, v=w. Proto tedy i v difiznim regionu musi byt A nulové.

Z rovnice (4.217) a Faradayova induk¢niho zédkona pak plyne:

E+wxB = V¥, (4.218)
kde W je skalarni potencidl. Odtud vidime, Ze v idedlnim regionu, jelikoz W musi byt
konstantni, J.E-dl = 0 podél magnetickych siloktivek. Proto jako postacujici podminku pro
rekonexi magnetickych silokfivek dostaneme:

jE-dl;to. (4.219)

Nulové body magnetického pole, ve kterych dochazi k rekonexi, mohou byt klasifikovany
pomoci vlastnich hodnot VB :

1) 3 realné vlastni hodnoty (+—-), typ A.
2) 3 realné vlastni hodnoty (—++), typ B.
3) 1 realna vlastni hodnota a 2 komplexné sdruzené.

Vlastni vektory vlastnich ¢isel komplexné sdruzenych nebo se stejnym znaménkem tvoii tzv.
fan rovinu (anglicky fan znamena vé&jit), posledni vektor urcuje ptimku, tzv. spine (anglicky
spine znamena patet). Pokud existuje vice nulovych bodu, prisecik fan rovin tvoii tzv.
separator.
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Podle mista lokalizace vysoké proudové hustoty rozliSujeme:

1) Rekonexi typu fan (fan reconnection).
2) Rekonexi typu spine (spine reconnection).
3) Rekonexi typu separdtor (separator reconnection).

Jelikoz rekonexe se muze ve specialnich pripadech objevit i v mistech, kde magnetické pole
ma konec¢nou hodnotu (coz je obsazeno i v (4.219)), Ize ukézat, Ze misto rekonexe je mozné
charakterizovat singularitou ve ctyivektoru rychlosti w, (Hornig). Tato vlastnost se

zachovava pii pfechodu od 2-dim k 3-dim situaci. Jind moZnost je analyzovat rekonexi
s pohledu magnetické helicity.

Na zavér poznamenejme, Ze rekonexe neni dand jen klasickou rezistivitou plazmatu, ale mize
byt zplsobend i jinymi mechanizmy (anomalni rezistivita, Halliv Clen a jiné vlastnosti
neidedlniho plazmatu).

4.9.3. Magnetické dynamo
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4.10. KVAZICASTICE

Asi kazdy z nas vidél n€kde v televizi nebo ve skutecnosti hroutici se fadu kostek domina.
Staci tuknout do prvni a dalsi se jiz lavinovité hrouti. Mame pocit jako by fadou kostek cosi
probihalo od mista k mistu. N&jaky neviditelny trpaslik, ktery porazi kostku za kostkou.
V kvantové teorii tomuto fiktivnimu ,trpaslikovi“ fikame kvazicastice. Kvazicastice
odpovida rozdilu dvou sousednich energetickych hladin systému. Napiiklad prvni vybuzeny
stav si mizeme piedstavit jako zdkladni stav plus kvazi€astici. V pruzném prostiedi se
kvazi¢astice pohybuje, energie se piedava od mista k mistu a kvazicastice velmi ptirozené
popisuje Sifeni viny a energie prostiedim. Kvazic¢astici, ktera nahrazuje vinu, mizeme piifadit
fazovou rychlost, grupovou rychlost a tzv. efektivni hmotnost vztahy

E o OE ow 1 0’E 10%
Vp=—7=7> Ug =——=—-; o2 52
Top k dp Ok meg  Op~ ok

(4.220)

Posledni vztah odpovida hmotnosti poéitané z nerelativistického vyrazu E = p*/2m a lze ho
pouzit jen pro ,,hmotné* kvazicastice, naptiklad magnony.

Existuje zajimavé, ale jen piiblizné pravidlo: Je-li teplota latky vysokd (kg7 >> Eyazny)
dominuji v latce obycejné castice. Naopak, je-li teplota latky nizka (kg7 << Eyauy) Objevuji se
vazby mezi ¢asticemi, vytvaieji se pravidelnd uspotfadani, ve kterém se Siti velké mnozstvi
kvazicastic.

4.10.1. Fonony

Fonony jsou kvaziCastice vibraci atoml v krystalové miizce a lze pomoci nich popisovat
Sifeni zvukovych vin v pevnych latkach. Samotny nazev fonon vznikl jako analogie k fotonu.
Foton je ¢astici elektromagnetického pole, fonon je kvaziCastici netlumeného zvukového pole
v pevné latce. Obé€ pole maji mnoho spole¢ného: jde o vektorova pole popsatelna parcialnimi
diferencialnimi rovnicemi druhého fadu. U obou typt poli 1ze provadét superpozici feSeni.

Krystalicka latka

Krystalickou latku Ize chapat jako periodicky se opakujici uspofadani n€kolika atomd, které
nazyvame elementdrni buitkou. Rozméry elementarnich bunék byvaji piiblizng 107'° m.
Elementarni buitku miizeme popsat tiemi vektory baze a,, a,, as, objem bunky je dan vztahem

V0=a1~(az Xa3). (4221)

Krystalickd latka vykazuje periodické uspofadani v prostoru a je proto vyhodné provést
Fourierovu transformaci a popisovat jevy v tzv. reciprokém Kk prostoru. V praxi to znamena
pfechod od proménnych (¢, X) proménnym (w, K) respektive (£, p). Kmity krystalické miize
budeme popisovat jako vInéni (w, k) nebo jako pohyb plynu kvazicastic (E, p). Reciproky
prostor je také periodickym prostorem, pfislusnd elementdrni builkka se nazyva prvni
Brillouinova zona a jeji vektory baze jsou

a,xaj ayxa; a;xa,

b, = : b, = ; b, = ) 4222
1 v 2 v 3 7 ( )

Vektory reciproké baze maji rozmér 1/m a objem reciproké bunky je 1/V%.

Disperzni relace je periodickou funkci vinového vektoru
a)(k)ZQ)(k+n1bl+n2b2 +n3b3); nl,nz,n3:1,2,3,... (4223)

VInovy vektor ¢i hybnost kvazi¢éstice se periodicky opakuje (Pf. 3, kapitola 1.3.1.) a skokem
se méni na hranici Brillouinovy zony. Podobné jako je elementarnimi butikami vyplnén beze
zbytku prostor krystalu je Brillouinovymi zéonami beze zbytku vyplnén reciproky prostor.
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Akustické a optické mody

V krystalech lze detekovat dva zékladni typy Sificich se vIin. Oba typy se li§i chovanim
disperzni relace pro mala k (velka A). Akustickym modem (vétvi) nazyvame viny, pro které je

w(k)=ck, (4.224)
optickym modem nazyvame viny, pro kter¢ je
(k)= o . (4.225)

Piislusné kvazicastice nazyvame akustické a optické fonony.
Sifeni zvuku v plynech a kapalinach je relativng
jednoduché, existuje totiz jen podélné vinéni. Jiz @ | @~
v plazmatu jsme vidéli moznost existence piicnych Optickg s
modi. Stejné je tomu v krystalickych latkach, zvuk se
muze Sifit vjednom podélném a dvou navzijem
kolmych (nezavislych) pfinych modech. Pocet
nezavislych akustickych modu proto je

#,=3. (4.226)

Tvofi-li zakladni bunku krystalu » rGznych prvki %

(kazdy pfindsi tfi vibraéni stupné volnosti), zbyva na ~ G

optické mody k
#o =3r-3. (4.227)

Elementarni bunka krystalické soli je tvofena ionty sodiku a chléoru (r=2), proto se
krystalickou soli mohou ptenaset tii akustické a tfi optické mody kmitl krystali. Naopak u
krystalického argonu (= 1) existuji jen akustické mody a neexistuji optické mody. Pfi
teplotach nizSich nez vibracni (Debyeova) teplota se nejprve rozvijeji akustické mody vin.
Teprve pii vysSich teplotach se objevuji optické mody, pokud existuji. U dvouatomarnich
krystali odpovidaji optické mody kmitim téchto dvou typd atoma v protifazi, akustické
mody kmitim ve fazi.

PFiény a podélny mod kmitd krystalové mfize

VInéni jako fonony
Kmity krystalové miize piedstavuji kmity harmonického oscilatoru s energetickym spektrem

E, = (n +%j he . (4.228)

Ptipomenime, Ze i pi1 nulové teploté krystalova miiz vykonava tzv. nulové kmity. Kmity mtize
muzeme chapat jako zékladni (nulovy) kmit a excitace jako soustavu n kvazi€astic, kazda
s energii hw . Tyto kvazicastice se chovaji jako bosony a spliiuji bosonové komutaéni relace
a Bose-Einsteinovo statistické rozdé¢leni. (Zcela analogicky je tomu u fotont elektromag-
netického pole.) Krystalicka latka se chova jako prostfedi vyplnéné fononovym plynem.
V pevné latce se jiz zhruba pii deseting vibragni teploty vyskytuje cca 10%° fonond v jednom
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centimetru krychlovém. Fonony maji, podobné jako fotony, nulovou efektivni hmotnost
a nulovy chemicky potencidl.

Interakce fonont
Fonony se chovaji jako normalni ¢astice jen do jist¢é miry. Mizeme pro n& zavést stiedni
volnou drahu, kterd je dana sraZzkami s ostatnimi ¢asticemi a kvaziCasticemi a se srazkami na
necistotach a dislokacich krystalové mtize. Srazky fonont ale nejsou pfili§ podobné srazkdm
béznych Eastic. Pti srazkéach se nemusi zachovavat ani pocet fononil ani jejich hybnost.

fy fy fy

f3
f
? fy f
Nikdy nesmime zapominat, ze v periodickém prostfedi je hybnost periodickou funkci a
nemiize prertist urcitou hodnotu. Ziska-li fonon pfi srdZce vétsi hybnost nez je hybnost na
hranici Brillouinovy zony, pfejima tuto hybnost krystalickd miiz. Srazky tak délime na dva
zakladni typy procesu:
= N proces: hybnost pfi srazce se zachovava,
= U proces: hybnost pfekrocila mez periodi¢nosti v p prostoru a pfejima ji krystalickd miiz.
Pomoci srazek fonontl Ize naptiklad velmi elegantné vysvétlit tepelnou vodivost krystalické
latky. Na jejim teplejSim konci je zna¢né mnozstvi fononl. Ty se pohybuji (difunduji)
smérem k chladnéjSimu konci. Jejich pocet se ale nezachovava, jsou pohlcovany krystalickou
miizi a pii srazkdch. Na chladnéjSim konci latky jich je niz§i pocet. Tepelny pienos je
zpusoben pohybem fonond (kmity krystalové mfize). Pocet fononli v daném misté¢ odpovida
energii kmiti krystalové miize a zavisi tak na teplote latky. Tepelnd vodivost je dana stfedni
volnou drahou fonondt.

Fonony se mohou srazet mezi sebou, s fotony, elektrony nebo magnony (dalsi kvazi¢astice
v magnetickych materidlech). Napfiiklad pfi rezonan¢nim pohlceni elektromagnetického
zafeni v krystalu muaze vzniknout opticky fonon (paklize
existuji optické mody kmitl krystalové mftize). V oblasti

rezonan¢niho pohlceni se musi obé¢ disperzni kiivky (fotonu Plicky fon, n
a optického fononu) protinat.

Neptimé pozorovani fonond v latce je mozné pomoci
nepruzného rozptylu neutroni na krystalové mfizi. Pfi S
pruzném rozptylu se zachovava energie a pii interakci I
neutronu s miizi nevznikaji Zzadné fonony. Naopak pfi
nepruzném rozptylu se ¢ast energie neutronu meéni na kmity
miize a vznika jeden nebo vice fononl. Studiem nepruz-
ného rozptylu neutront tak 1ze nepiimo ,,sledovat® jednot-
livé vznikajici fonony a studovat jejich disperzni relaci.

=
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4.10.2. Magnony

Ve statistické fyzice (TF3) jsem vénovali zna¢ny prostor chovani magnetickych systémd,
zejména feromagnetik. Ta jsou tvofena soustavou vzdjemné interagujicich magnetickych
momentd (spint), které jsou lokalizovany v pevné krystalové miizi. Pfi nizkych teplotach
maji spiny tendenci zaujimat souhlasny smér a vytvaiet tzv. Weissovy domény — oblasti
shodn¢ orientovanych spinli. V nékterych systémech existuje mezi nizkoteplotni a
vysokoteplotni fazi jesté tzv. soft faze, ve které se feromagnetikem mtize $itit zvinéni spind,
spinovy vir nebo skupina otocenych spinti. Tomuto jevu fikdme spinova vlna a poprvé ho
objevil F. Bloch v roce 1930. Odpovidajici kvazicastici je Sifeni jednoho jinak orientované¢ho
spinu prostfedim, tzv. magnon. Magnon je hodné podobny v tvodu vzpomenutému ptikladu
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s dominem. Diky interakci oto¢i nespravné orientovany spin sousedni spin, ten otoci dalsi
spin v fad¢, ten dalsi, atd. Makroskopicky se vlnici veli¢inou je magnetizace M. Magnon
fyzikaln¢ predstavuje elementarni kvantum magnetického toku v systému. Pomoci magnoni
lze kromé¢ spinovych vin elegantné popsat i Josephsoniv jev (prichod proudu vrstvou
oddé€lujici dva supravodice).

Disperzni relace magnont pro malé hodnoty & (velka 4) ma parabolicky charakter:

w=wy(By)+ak® (4.229)

Aditivni konstanta je dana magnetickou rezonan¢ni frekvenci probiranou v TF3 a souvisi
s interakci spind s vnéjSim magnetickym polem (je umérnd tomuto poli). Druhy clen je
zpusoben vzijemnou interakci spinli na miizi, konstantu a jde zhruba odhadnou tak, aby
energie kmitl 7w dala Curieovu energii kg7c pro k = 1/a, a je vzdalenost spint.

Magnony se chovaji jako hmotné bosony, hmotnost jim lze pfifadit pomoci vztahu (4.220)
apro externi pole velikosti 1 T vychazi tato hmotnost extrémn& mala, jen 10* kg a ma
podstatny vliv jen pfi vysokofrekvencnich experimentech. Chemicky potencidl magnont je
stejn¢ jako u fononti nulovy. Magnony podléhaji Bose-Einsteinové statistice. Magnony se
podileji na vedeni tepla, interaguji intenzivné s fonony a zodpovidaji za pohlcovani energie
zvukovych vin, interaguji s elektrony ve feromagnetikdch a jsou schopny rezonancni
interakce s fotony (v oblasti priseciku disperzni relace magnonu a fotonu mize dojit
k pohlceni fotonu latkou a rezonanc¢nimu vzniku magnonu. Tuto feromagnetickou rezonanci
objevil v roce 1946 kanadsky fyzik G. Griffiths.
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Na obrazku vlevo je disperzni relace magnont, na obrdzku vpravo je vyznafena oblast, ve
které muze dojit k rezonan¢nimu vzniku magnonu pti pohlceni fotonu.

4.10.3. Vazané stavy

Exciton (elektron—dira)

V isoldtorech a polovodi¢ich nemusi vzdy vznikat samostatny elektron a dira. N¢kdy se
vytvoii vazany stav elektronu a diry (podobné jako je elektron vazén v atomu vodiku). Tato
vazana dvojice se presouva prostorem. Dochdzi k Sifeni energie bez Sifeni naboje. Takovy
excitovany stav nazyvame exciton. Jsou-li rozméry excitonu podstatné vétsi nez je miizkova
konstanta, nazyvame exciton Wannieritv. Wannieriv exciton neni lokalizovan ke
konkrétnimu krystalu ¢i molekule a excita¢ni energie patii vétSimu mnozstvi atomi ¢i iontt.
Je-li rozmér excitonu srovnatelny s miizkovou konstantou, nazyvame ho Frenkeliv.
Excita¢ni energie je vzdy vadzdna na jeden konkrétni iont nebo atom krystalu. Typické
excitony v germaniu (polovodi¢) maji rozméry cca desetindsobku miizkové konstanty a tvofi
Wannieorovy excitony, naopak typické excitony v alkalickych halogenidech (isolatory) maji
rozméry srovnatelné s miizkovou konstantou a tvoii Frenkelovy excitony. V molekularnich
krystalech (napftiklad krystaly inertnich plyna, Ar apod.) si lze pfedstavit, ze jedna molekula
je v excitovaném stavu, ostatni v zdkladnich. Excitace se pifedava od molekuly k molekule
opét podobné jako u kostek domina.

77



Viny a nestability Kvazicastice

Polaron (elektron—fonon)

Pfi interakci elektronu sionty nebo atomy krystalové miize miize vzniknout vdzany stav
elektronu a oblaku fononi, ktery se §iti krystalem. Takovy vdzany shluk nazyvame polaron.

Polariton (foton—fonon)

V iontovych krystalech mize dojit k vazbé mezi elektromagnetickym polem (fotonem)
a ptficnym optickym fononem dlouhych vlnovych délek. Tento védzany stav se nazyva
polariton. Makroskopicky se pohyb polaritonu projevuje jako vina vektoru polarizace P.

4.10.4. Plasmony

V teorii plazmatu jsme poznali podélné plazmové viny jako duasledek pohybu elektront
v Coulombickém poli iontl. V elektronovém plynu nebo pevné latce, kde jsou elektrony
slabé vazany, se kvantum téchto podélnych nelokélnich vin nazyva plasmon. Vytvareni
plasmont (ve vétSin€ materidli o energii 10-20 eV) vede k energetickym ztratdm, které
postihuji kovy, nekovy i plasty. Ztracend energie se ve finale vyzaii v ultrafialovém nebo
viditelném oboru (tzv. Ferrellovo zafeni objevené v roce 1960).
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PRILOHA - VEKTOROVY SOUCIN

Pii upravach vyrazi obsahujicich vektorovy soucin je nékdy vyhodny zapis pomoci Levi-
Civitova tenzoru. Jde o totalné¢ antisymetricky tenzor 3. fadu, ktery ma jedinou nezéavislou
slozku

123 =1; Cijk = Cikj =~ €jik = " Ckji- (4.230)

Slozky tohoto tenzoru maji hodnotu +1, —1 nebo 0. VSechny sloZky s dvéma nebo vice
shodnymi indexy jsou nutn¢ nulové (zakladni vlastnost antisymetrickych matic, naptiklad
E1125 €233- €220 » ---). Ukazme nulovost napiiklad pro slozku &;1,: Zaménme prvni dva

indexy, z antisymetrie plati
112 =~ €112 = 2611,=0 = 112 =0.
Pro Levi-Civitiv tenzor plati velmi uziteCny vztah:
Eij Ekim = O“ﬂé'jm - é'l-mé'ﬂ (4.231)

Ptes index k se automaticky s¢itd. Dikaz je mozné provést bud’ z tvah o symetrii tenzoru
nebo prostym rozepsdnim do slozek. Vektorovy soucin 1ze pomoci Levi-Civitova tenzoru
definovat takto:

c:aXb; Cr :gklm (llbm . (4232)
Z celého dvojného souctu jsou vzdy nenulové jen dva Cleny, napiiklad pro prvni slozku
mame
cp=&3ayby +e13pa3by =ay by —azb,.
Ukazme si typické vypocty na tiech jednoduchych piikladech:
Dvojny vektorovy souéin ax(bxc)
[a X (b X C)]k = Em 4 (b X c)m =Ekim 4 ‘9mnobnco = Emki€mno albnco =
= (011016 = OO iby o = aibyc; —aibycy = b (a-¢) — ¢ (a-b) =
ax(bxe) = b(a-c)—c(a-b). (4.233)

Dvojna rotace vektorového pole rotrot A
[rot (I'Ot A)]k = 8klm 61 (rOt A)m = ‘C“klm 8] 8mn05nA0 = gmklgmno GlﬁnAo =
= (03010 = OkoO1n) 010, 4, = 0,0 Ay — 0,0, Ay = 0;(0,;4)) = (0,0)) A = O divA - A4y =
rot (rot A) = graddiv A — AA . (4.234)

Clen zamrzani v magnetohydrodynamice rot(vxB)

[I‘Ot (VXB)]k = Ekim al(VXB)m = Exim al EmnoVnB, = € mkl€mno al (vnBo) =

mno-n—o
ov OB ov 0B, ov OB
= (0,0, -0,0 ) =B +v, —2|= kB +v —L_Lp —p k-
(0kn%10 = Oo l”)(c?x, 5 "Gx,] an oy T BTy
=B-V)u, +v,divB-B,divv - (v-V)B, =
rot(vxB)=(B-V)v — Bdivv —(v-V)B . (4.235)
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